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Аннотация. Для произвольной непрерывной на отрезке ]1,1[  функции построены 
средние типа Валле-Пуссена относительно дискретных сумм Фурье по системе многочленов, 
образующих ортонормированную систему на неравномерных сетках с весом. Исследованы их 
аппроксимативные свойства в пространстве непрерывных на отрезке ]1,1[  функций.  

Доказано, что средние Валле-Пуссена как семейство линейных операторов в простран-
стве непрерывных на отрезке ]1,1[  функций при определенных ограничениях, связывающих 
степень многочленов с числом узлов, равномерно ограничены. Более того, показано, что при 
этих же ограничениях средние Валле-Пуссена осуществляют наилучшего порядка полиноми-
альное приближение непрерывных на отрезке ]1,1[  функций. 

Ключевые слова: многочлен, ортогональная система, сетка, асимптотическая формула, 
суммы Фурье, средние Валле-Пуссена. 
 

 
1. Введение 

Пусть N
jjN tT 0}{   – дискретное множество (сетка), состоящее из конечного 

числа точек отрезка ]1,1[ : 1....1 110   NN tttt . Через 

                   );(ˆ)(ˆ ,, NNkNk Ttqtq  , 1...,,1,0  Nk                 (1.1) 

обозначим последовательность многочленов, образующих ортонормированную систе-
му на сетке NT  в следующем смысле: 

           nmjjNm

N

j
jNnNmNn ttqtqqq  
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
)(ˆ)(ˆ)ˆ,ˆ( ,
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,,, ,  1,0  Nmn ,        (1.2) 

где jjj ttt  1 , 1...,,1,0  Nj . 

Пусть  
                            j

Nj
N t

 10
max ,                          (1.3) 

1 – наименьшая константа в неравенстве типа В.А. Маркова для оценки производных 

алгебраических многочленов в метрике пространства ]1,1[1 L  ([1–3]): 


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
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2
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1
1 |)(||)(| dttpndttp nn  , 

)(ˆ , tPn
  – ортонормированный многочлен Якоби, )(ˆ tPn  – ортонормированный много-
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член Лежандра, ]1,1[С  – пространство непрерывных на отрезке ]1,1[  функций )(tf  с 

нормой |)(|max
11]1,1[

tfff
tС   , n – пространство алгебраических многочленов 

степени не выше n , а ]1,1[||||min)( 


 Cn
l

n lffE
nn

 – наилучшее приближение функции 

)(tf  алгебраическими многочленами степени не выше n . 
Через ),()( ,, tfSfS NnNn   обозначим частную сумму n -го порядка ряда функ-

ции )(tf  по системе (1.1) 

                      



n

k
NkNkNn tqffS

0
,,, )(ˆˆ)( ,                       (1.4) 

где 

j

N

j
jNkjNk ttqtff  





1

0
,, )(ˆ)(ˆ , 

а через  

        )(...)()(
1

1
),()( ,,1,,,,, fSfSfS

n
tfVfV NnmNmNmNnmNnm  


 ,      (1.5)  

где 1 Nnm , обозначим средние Валле-Пуссена для сумм , ( )n NS f . 

Заметим, что задача приближения функции из того или иного класса возникает 
во многих теоретических и прикладных исследованиях. При этом она в основном ре-
шается с помощью рядов Фурье по выбранной ортонормированной системе (см., 
например, [4]–[6]). 

В работе [7] исследован вопрос сходимости частных сумм Фурье )(, fS Nn  по-

рядка 1 Nn  к функции ]1,1[Cf . Доказано, что при  5/1 NOn   норма оператора 

)(, fS Nn  в пространстве ]1,1[C  имеет порядок 2/1n .  

В работе [8] при тех же условиях получена оценка отклонения сумм )(, fS Nn  от 

функции )(tf , которая зависит от n  и положения точки ]1,1[t  относительно концов 
отрезка.  

Аналогичные исследования были проведены также в работах [9]–[10]. 
Стремление обеспечить как можно лучшее приближение заданной функции вле-

чет выбор того или иного аппарата приближения. С этой целью часто вместо частной 
суммы Фурье по выбранной ортонормированной системе в качестве аппарата прибли-
жения используются средние Валле-Пуссена по этой же ортонормированной системе 
(см., например, [12]–[15]).  

В статье также анализируются аппроксимативные свойства средних Валле-
Пуссена по многочленам, образующих ортонормированную систему на произвольных 
сетках отрезка [–1, 1]. В частности, доказано, что при 
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которая обозначена через  

),(supmax ,,
1||||11

,, xfVV Nmn
fx

Nmn


 , 

равномерно ограничена в пространстве ]1,1[C . 
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2. Некоторые вспомогательные утверждения 
Результаты, полученные ранее в работе [15], существенно используются в при-

водимых далее исследованиях. 

Теорема 2.1. Пусть 
4/1

14
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0,10 
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
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b

ab  и 2/11 Nan  . Тогда имеет место 

асимптотическая формула 

)()(ˆ)(ˆ ,, ttPtq NnnNn  ,                                                (2.1) 

для остаточного члена )(, tNn  которой справедлива оценка 
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22/32/1

,
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



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n
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.                                        (2.2)
 

Теорема 2.2. Пусть 
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  .
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,
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
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n
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Далее будем пользоваться также следующим утверждением ([14], лемма 1). 
Лемма 2.1. Пусть функция )(tf  непрерывна и неотрицательна на промежутке 

],[ 11 ba , а 
m
jjt 0}{ сетка такая, что 1101 ... bttta m  . Пусть jjj ttt  1 , 

j
j

t max*  и ],[],[ 1122 baba  . Тогда: 

1) если )(tf  монотонно возрастает на ],[ 22 ba , то  
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;                                 (2.4) 

2) если )(tf  монотонно убывает на ],[ 22 ba , то  
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3. Некоторые свойства многочленов Якоби 

Здесь мы приведем некоторые сведения о многочленах Якоби ([4]–[6]). Опреде-

лим многочлены Якоби ...),2,1,0()(, пtРп
  с помощью формулы Родрига: 
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 , 

где  ,  произвольные действительные числа. Если 1,  , то, как известно, мно-

гочлены Якоби образуют ортогональную систему с весом ,)1()1()(  ttth   т. е. 

,)()()( ,
1

1

,,
nmпmп hdttРtРth  
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где 
)1()12(!
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hп , и, следовательно,  ,1,  пОhп
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1, 2, ... .п   

Ниже мы воспользуемся также следующими свойствами многочленов Якоби:  
а) весовая оценка: 
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б) равенства [11] )( tx  : 
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Как известно, одним из частных случаев многочленов Якоби при 0   яв-

ляются многочлены Лежандра )()( 0,0 tPtP nn  , образующие ортонормированную си-

стему с весом 1)( th  на отрезке ]1,1[ :  

nmmп dttРtР
n 




1

1

)()(
2

22 . 

Для них, в частности, неравенство (3.1) имеет вид:  

                      .
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2






 

n
tсtPn n                     (3.4) 

4. Оценка средних Валле-Пуссена для дискретных сумм Фурье по многочленам 
)(ˆ , tq Nn  

Основным результатом исследования является следующее утверждение. 

Теорема 4.1. Пусть 
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
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

 
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
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n
0 . Тогда нормы 

средних Валле-Пуссена )(,, tV Nnm  при условии )0(6/1   Nn  равномерно ограни-

чены в пространстве ]1,1[C . 
Доказательство. Пусть  
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Тогда в силу (1.4) и (1.5) имеем 
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Отсюда получим равенство  
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Оценим )(,, tV Nnm  для 10  t . Для этого, по аналогии с работами [11–14], рас-

смотрим два случая: 1) 2410  nt ; 2) 141 2   tn .  

Чтобы оценить )(,, tV Nnm  при 2410  nt , преобразуем сумму в правой части 

равенства (4.2) и для краткости обозначим соответственно слагаемые: 
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Рассмотрим 1A . В силу (2.1) и (4.1) мы получаем 
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Оценим 11A . Воспользовавшись равенством (3.2) при 0  , мы получаем 
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Рассмотрим )0(
11А . Очевидно, что если 2/11  jt  и 2410  nt , то 

2/1 jtt . Тогда в силу (3.1) при 0   мы получаем 
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Теперь оценим )1(
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мы находим 







 


  



 




nm

mk
j

t
j t

k
t

k
t

n

c
A

j 2/11

2/1
4/1)1(

11
1

1
1

)1(
1

 


















  



 









nm

mk tk
jj

kt
j

jj

tt
k

tkt
n

c

2/141

4/1

411

2/14/1

22
)1(

1
)1(

1
 

           ),()1(
1

)1(
)1(

1
2/1

4/1
2/12/54/1 cnm

n

tc
kkt

n

c nm

mk








 




  .    (4.7) 



Нурмагомедов А.А. Об ограниченности в ]1,1[С  средних Валле-Пуссена для дискретных сумм Фурье 

по многочленам, ортогональным на неравномерных сетках 

 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2024. Том 39. Вып. 1 

50 

Аналогично можно доказать, что  
                        ( )

11 ( , ), 2, 3, 4, 5.lА c l                        (4.8) 

В силу неравенства (3.4) и соотношения )1(Ok   имеем 







  





2/11

1,00,1)6(
11 )()(

)1)(1(

1

1

jt
j

nm

mk
jkk

j

j
k ttPtP

tt

tt

n
A   







 


  



 

nm

mk
j

t
jj t

k
tt

k
t

n

c

j 2/11

2/3
4/1 1

1)1(
1

)1(
1

 

  ckkt
n

c nm

mk



 





 1)1(
1

12/54/1 .                                (4.9) 

Сопоставляя (4.5)–(4.9), получим  
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Очевидно, что такую же оценку допускает и 13А : 
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Очевидно, что  
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Сопоставив (4.23)–(4.33), получим 
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Посредством аналогичных рассуждений можно также показать, что  
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По аналогии можно показать, что имеют место оценки 
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В силу (3.4) и (4.25) для 12  jtx  при 6/1 Nn  также получим 
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Из (4.47)–(4.49) получаем  
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Следовательно, сопоставляя (4.46) и (4.50) убеждаемся в справедливости теоре-
мы в случае, когда 10  t .  

Посредством вполне аналогичных рассуждений можно показать, что такая же 
оценка имеет место и для случая, когда 01  t .  

Теорема 4.1. доказана. 
Следующее утверждение непосредственно следует из доказанной теоремы. 
Следствие 4.1. Пусть функция ]1,1[Cf , а )( fEn  – наилучшее равномерное 

приближение функции f  алгебраическими многочленами степени не выше п . Тогда в 
условиях теоремы 4.1. имеет место оценка 

)(),,,,()(,, fEbacfVf nNnm  . 
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Abstract. For arbitrary continuous function on the segment ]1,1[  is constructed Valle-
Poussin type averages for discrete sums by Fourier on system polynomials forming an orthonormals 
system on non-uniform grids with weight. Their approximation properties in the space of continuous 
functions on the segment ]1,1[  are investigated.  

It is proved that the Vallee-Poussin averages as a family of linear operators in the space of 
continuous functions on the segment ]1,1[  under certain constraints relating the degree of polynomi-
als to the number of nodes are uniformly bounded. Moreover, it is shown that under the same con-
straints the Vallee-Poussin averages perform the best order polynomial approximation of continuous 
functions on the segment ]1,1[ . 
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