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Аннотация. В статье показано, что дробная часть свертки произвольной случайной ве-

личины, принимающей значения в Z2, с дискретной равномерно распределенной на множестве 
ZN × ZN распределена равномерно на том же множестве. Далее аналогичное утверждение рас-
сматривается для случая произвольной случайной величины со значениями в R2 и абсолютно 
непрерывной равномерной на квадрате [0;1]2. 

Ключевые слова: свертка, дробная часть, равномерное распределение, максимальная 
энтропия, независимость. 

 
Введение 

Изучение поведения сверток случайных величин относится к фундаментальным 
задачам теории вероятностей, продолжающим сохранять свою актуальность на протя-
жении столетий. Значение закона больших чисел и центральной предельной теоремы 
[1; 2; 3] настолько велико, что их влияние ощущается далеко за пределами не только 
теории вероятностей, но и всей математики. 

Помимо классических нормировок сумм, рассматриваются и их дробные части. 
Обзор вопросов сходимости дробных частей сверток к равномерной случайной 

величине дан в [4]; о последних известных результатах рассказывалось на IV Всерос-
сийской научной конференции «Актуальные проблемы математики и информационных 
технологий», VIII Международной конференции по стохастическим методам (МКСМ–
8) [5; 6] и XV Международной научной конференции «Фундаментальные и прикладные 
проблемы математики и информатики» [7]. 

Помимо сходимости, интересен вопрос наследования свойства равномерности 
[8]. Так, в [9] было рассказано об информационном свойстве свертки, в [10] – сделано 
обобщение на неканонические случаи, при этом унифицировано и обобщено понятие 
дробной части. 

В статье представлены результаты, касающиеся информационного свойства 
свертки с равномерным распределением в двумерном случае, о которых было рассказа-
но на V Всероссийской научной конференции «Актуальные проблемы математики и 
информационных технологий». 

1. Обобщение понятия дробной части на многомерный случай 
Определим понятие дробной части в многомерном случае. 
Определение 1. 
Дробной частью целочисленного вектора (a1, …, an) при натуральных N1, …, Nn 

назовем вектор дробных частей его компонент ({a1}N1, …, {an}Nn), используя обозначе-
ние {a1, …, an}N1, …, Nn. 
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Определение 2. 
Дробной частью действительного вектора (a1, …, an) назовем вектор дробных ча-

стей его компонент ({a1}, …, {an}), используя обозначение {a1, …, an}. 
2. Дискретный случай 
Выведем формулу свертки для случайных величин, принимающих значения в 

ZN={0, …, N-1}, где N – натуральное число больше 1. Для любого m из ZN верны сле-
дующие преобразования: 

Pሺሼ𝜉ଵ ൅ 𝜉ଶሽே ൌ 𝑚ሻ ൌ Pሺሼ𝜉ଵ ൅ 𝜉ଶሽே ൌ 𝑚, 𝛺ሻ ൌ P ൭ሼ𝜉ଵ ൅ 𝜉ଶሽே ൌ 𝑚, ራ ሺ𝜉ଶ ൌ 𝑘ሻ
௞ୀ଴,… ,ேିଵ

൱

ൌ P ൭ ራ ሺሼ𝜉ଵ ൅ 𝜉ଶሽே ൌ 𝑚, 𝜉ଶ ൌ 𝑘ሻ
௞ୀ଴,… ,ேିଵ

൱

ൌ ෍ Pሺሼ𝜉ଵ ൅ 𝜉ଶሽே ൌ 𝑚, 𝜉ଶ ൌ 𝑘ሻ
௞ୀ଴,… ,ேିଵ

ൌ ෍ Pሺሼ𝜉ଵ ൅ 𝑘ሽே ൌ 𝑚, 𝜉ଶ ൌ 𝑘ሻ
௞ୀ଴,… ,ேିଵ

ൌ ෍ Pሺ𝜉ଵ ൌ ሼ𝑚 െ 𝑘ሽே, 𝜉ଶ ൌ 𝑘ሻ
௞ୀ଴,… ,ேିଵ

ൌ ෍ Pሺ𝜉ଵ ൌ ሼ𝑚 െ 𝑘ሽேሻPሺ𝜉ଶ ൌ 𝑘ሻ.
௞ୀ଴,… ,ேିଵ

 

Заметим, что из принятия k всех значений из ZN следует для любого m из ZN 
принятие{m-k}N также всех значений из ZN. Верно и обратное. То есть, другими слова-
ми, существует взаимное однозначное соответствие между ZN и {m-ZN}N для любого m 
из ZN. Поясним сказанное следующей таблицей при N = 4. 

 
 

0 1 2 3 m 
0 0 1 2 3 
1 3 0 1 2 
2 2 3 0 1 

N-1 3 1 2 3 0 

k {m-k}N {m-k}N {m-k}N {m-k}N

 
Полученная формула обобщается аналогичными преобразованиями на случай 

двумерных случайных величин из ZN×ZN. Так, для любого вектора (m1, m2) из ZN×ZN 

𝑃 ቀሼ𝜉ଵ ൅ 𝜉ଶሽே,ே ൌ ሺ𝑚ଵ, 𝑚ଶሻቁ ൌ

ൌ ෍ 𝑃൫𝜉ଵ ൌ ሼ𝑚ଵ െ 𝑘ଵ, 𝑚ଶ െ 𝑘ଶሽே,ே൯𝑃൫𝜉ଶ ൌ ሺ𝑘ଵ, 𝑘ଶሻ൯.
௞భ,   ௞మୀ଴,   …,   ேିଵ

 

При этом для любых m1 и m2 из ZN вектор (m1-k1, m2-k2) также принимает все 
значения из ZN×ZN при принятии вектором (k1, k2) всех значений из ZN×ZN. 

Теорема 1. 
Пусть целочисленная двумерная случайная величина 𝜉 и равномерная на множе-

стве {0,1, …, N−1}2 случайная величина 𝜂 независимы. 
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Тогда случайная величина {𝜉+𝜂}N,N имеет максимальную энтропию среди всех 
случайных величин, распределенных на множестве {0,1, ..., N−1}2. 

Доказательство. 
Так как {𝜉+𝜂}N,N={{𝜉}N,N+𝜂}N,N, без ограничения общности можно считать 𝜉 

принимающей значения только на множестве ZN×ZN, что позволяет применить форму-
лу свертки в полученном выше виде: для любого (m1, m2) из ZN×ZN 

P ቀሼξ ൅ ηሽே,ே ൌ ሺ𝑚ଵ, 𝑚ଶሻቁ ൌ

ൌ ෍ P൫ξ ൌ ሼ𝑚ଵ െ 𝑘ଵ, 𝑚ଶ െ 𝑘ଶሽே,ே൯P൫η ൌ ሺ𝑘ଵ, 𝑘ଶሻ൯ ൌ
௞భ,   ௞మୀ଴,   …,   ேିଵ

ൌ ෍ P൫ξ ൌ ሼ𝑚ଵ െ 𝑘ଵ, 𝑚ଶ െ 𝑘ଶሽே,ே൯
1

𝑁ଶ ൌ
௞భ, ௞మୀ଴,   …,ேିଵ

ൌ
1

𝑁ଶ ෍ P൫ξ ൌ ሼ𝑚ଵ െ 𝑘ଵ, 𝑚ଶ െ 𝑘ଶሽே,ே൯ ൌ
௞భ, ௞మୀ଴,   …,   ேିଵ

ൌ
1

𝑁ଶ ෍ P൫ξ ൌ ሺ𝑛ଵ, 𝑛ଶሻ൯ ൌ
1

𝑁ଶ 1
௡భ,   ௡మୀ଴,   …,   ேିଵ

ൌ
1

𝑁ଶ. 

Таким образом, {𝜉+𝜂}N,N равномерно распределена и имеет максимальную эн-
тропию, равную 2log2N, среди всех случайных величин, распределенных на множестве 
{0,1, ..., N−1}2. Что и требовалось доказать. 

3. Абсолютно непрерывный случай  
Теорема 2. 
Пусть произвольная двумерная случайная величина 𝜉 и равномерно распреде-

ленная на квадрате [0;1]2 случайная величина 𝜂 независимы. 
Тогда случайная величина {𝜉+𝜂} имеет максимальную энтропию среди всех аб-

солютно непрерывных случайных величин, распределенных на квадрате [0;1]2. 
Доказательство. 
Дробная часть суммы не изменяется при замене всех слагаемых на их дробные 

части. Поэтому без ограничения общности можно считать, что 𝜉 принимает значения на 
[0;1]2, т. е. F𝜉(1,1) = 1, а F𝜉(0,1) = 0 и F𝜉(1,0) = 0. Воспользуемся формулой свертки для 
функции распределения и проведем следующие преобразования: 

𝐹కାఎሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ න 𝐹కሺ𝑥 െ 𝑡ଵ, 𝑦 െ 𝑡ଶሻ𝑝ఎሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ 𝑑𝑡ଵ 𝑑𝑡ଶ ൌ 
ோమ

 

ൌ ׬ 𝐹కሺ𝑥 െ 𝑡ଵ, 𝑦 െ 𝑡ଶሻ𝑑𝑡ଵ 𝑑𝑡ଶ ൌ ሾ଴,ଵሿమ ׬ ׬ 𝐹కሺ𝑢, 𝑣ሻ 𝑑𝑢 𝑑𝑣
௬

௬ିଵ
௫

௫ିଵ . 

Тогда: 

𝑝కାఎሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ
𝜕ଶ𝐹కାఎሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑥𝜕𝑦
ൌ

𝜕ሺ׬ 𝐹కሺ𝑥, 𝑣ሻ 𝑑𝑣 െ ׬ 𝐹కሺ𝑥 െ 1, 𝑣ሻ 𝑑𝑣
௬

௬ିଵ
௬

௬ିଵ ሻ

𝜕𝑦
ൌ 

ൌ 𝐹కሺ𝑥, 𝑦ሻ െ 𝐹కሺ𝑥 െ 1, 𝑦ሻ െ 𝐹కሺ𝑥, 𝑦 െ 1ሻ ൅ 𝐹కሺ𝑥 െ 1, 𝑦 െ 1ሻ = 
= P((x–1,y-1]ൈ(x,y]). 

Учитывая тот факт, что 𝜉 принимает значения исключительно на [0;1]2, получа-
ем представление 
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𝑝కାఎሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

0,                   ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∈ 𝑅ଶ\ሾ0, 2ሿଶ;
𝐹కሺ𝑥, 𝑦ሻ,         ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∈ ሾ0, 1ሿଶ;

𝐹కሺ1, 𝑦ሻ െ 𝐹కሺ𝑥 െ 1, 𝑦ሻ,   𝑥 ∈  ሺ1, 2ሿ, 𝑦 ∈  ሾ0, 1ሿ;
𝐹కሺ𝑥, 1ሻ െ 𝐹కሺ𝑥, 𝑦 െ 1ሻ,   𝑥 ∈  ሾ0, 1ሿ, 𝑦 ∈  ሺ1, 2ሿ;

𝐹కሺ1,1ሻ െ 𝐹కሺ1, 𝑦 െ 1ሻ െ                      

െ𝐹కሺ𝑥 െ 1,1ሻ ൅ 𝐹కሺ𝑥 െ 1, 𝑦 െ 1ሻ,         ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∈ ሺ1,2ሿଶ.

 

Следовательно, дробная часть плотности свертки может быть записана как 

ሼ𝑝కାఎሺ𝑥, 𝑦ሻሽ ൌ ቐ
0,                                  ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∈ 𝑅ଶ\ሾ0, 1ሿଶ;

𝑝కାఎሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅ 𝑝కାఎሺ𝑥 ൅ 1, 𝑦ሻ ൅                                

൅𝑝కାఎሺ𝑥, 𝑦 ൅ 1ሻ ൅ 𝑝కାఎሺ𝑥 ൅ 1, 𝑦 ൅ 1ሻ,           ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∈ ሾ0, 1ሿଶ.
 

Проведем преобразования для ሺ𝑥, 𝑦ሻ  ∈  ሾ0, 1ሿଶ 

൛𝑝కାఎሺ𝑥, 𝑦ሻൟ ൌ 𝐹కሺ𝑥, 𝑦ሻ ൅ ቀ𝐹కሺ1, 𝑦ሻ െ 𝐹కሺ𝑥, 𝑦ሻቁ ൅ ቀ𝐹కሺ𝑥, 1ሻ െ 𝐹కሺ𝑥, 𝑦ሻቁ ൅ ቀ𝐹కሺ1,1ሻ െ

𝐹కሺ1, 𝑦ሻ െ 𝐹కሺ𝑥, 1ሻ ൅ 𝐹కሺ𝑥, 𝑦ሻቁ ൌ 𝐹కሺ1,1ሻ ൌ 1. 

Таким образом, {𝜉+𝜂} равномерно распределена и имеет максимальную энтро-
пию среди всех случайных величин, распределенных на [0;1]2. Что и требовалось дока-
зать. 

4. Замечание о наследуемости независимости компонент 
Заметим, что рассматриваемые выше случайные величины в силу равномерного 

распределения имеют независимые компоненты. То есть независимость наследуется 
дробной частью свертки в следующем смысле. 

Теорема 3. 
Пусть целочисленная двумерная случайная величина 𝜉 и равномерная на множе-

стве {0,1, ..., N−1}2 случайная величина 𝜂 независимы. 
Тогда случайная величина {𝜉+𝜂}N,N имеет независимые компоненты, равномер-

но распределенные на множестве {0,1, ..., N−1}. 
Теорема 4. 
Пусть произвольная двумерная случайная величина 𝜉 и равномерно распреде-

ленная на квадрате [0;1]2 случайная величина 𝜂 независимы. 
Тогда случайная величина {𝜉+𝜂} имеет независимые компоненты, равномерно 

распределенные на отрезке [0;1]. 
Доказательство. 
Нетрудно увидеть, что теорема 4 является прямым следствием теоремы 2, по-

скольку компоненты равномерной на квадрате [0;1]2 (на множестве ZN×ZN) случайной 
величины независимы и равномерно распределены на отрезке [0;1] (на множестве ZN). 

Заключение 
В определениях 1, 2 введены понятия дробной части векторов. В теоремах 1, 2 

доказаны информационное свойство и наследуемость равномерности дробной частью 
свертки в случае равномерности на ZN×ZN (на [0;1]×[0;1]) одного из слагаемых. В тео-
ремах 3, 4 доказано наследование независимости: в двумерном случае наследование 
дробной частью свертки равномерности слагаемого влечет наследование независимо-
сти компонент, которым обладает равномерное слагаемое. 

Приложения 
Проиллюстрируем часть полученных результатов пояснениями. 
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 m2         
2(N-1) 6 1 2 3 4 3 2 1  
 5 2 4 6 8 6 4 2  
 4 3 6 9 12 9 6 3  

N-1 3 4 8 12 16 12 8 4  
 2 3 6 9 12 9 6 3  
 1 2 4 6 8 6 4 2  

0 0 1 2 3 4 3 2 1  

 1/(N2)2 0 1 2 3 4 5 6 m1 
  0   N-1   2(N-1)  

 

P൫ξଵ ൅ ξଶ ൌ ሺm1, m2ሻ൯ ൌ ୒ି|୫భି୒|ାଵ

ேమ ⋅ ୒ି|୫మି୒|ାଵ

ேమ . 

Распределение свертки равномерных на ZN×ZN случайных величин N = 4. 
 

 
Fሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ minሺ1, maxሺ0, 𝑥ሻሻ ⋅ minሺ1, maxሺ0, 𝑦ሻሻ. 

Функция распределения равномерной на квадрате [0;1]2 случайной величины.

 
pሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ maxሺ0,1 െ |𝑥 െ 1|ሻ ⋅ maxሺ0,1 െ |𝑦 െ 1|ሻ. 

Плотность свертки равномерных на квадрате [0;1]2 случайных величин. 
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On the Entropy Maximization in Convolution With Uniform Distribution in the Two-
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Abstract. The work shows that the fractional part of a convolution of any random variable 
that takes values in Z2 with a discrete uniform distributed on ZN × ZN is uniformly distributed on the 
same set. Further more a similar statement is considered for the case of an arbitrary random variable 
that takes values in R2 and absolutely continuous uniform on the square [0;1]2. 
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