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Аннотация. В статье рассмотрена система нелинейных дифференциальных уравнений 
Ито на полуоси с производной дробного порядка в смысле Жюмари. Доказана теорема суще-
ствования и единственности решения задачи Коши для этой системы. Основные ограничения 
на нелинейности уравнения – это обобщенные условия Липшица. Обобщаются некоторые из-
вестные результаты для систем нелинейных дифференциальных уравнений и уравнений Ито 
дробного порядка. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение Ито дробного порядка, обобщенные 
условия Липшица, дробная производная.  

 
Введение 

Многие явления в механике жидкости, вязкоупругости, химии, физике, финан-
сах и в других науках можно описать моделями с помощью математических инстру-
ментов из теории дробного исчисления. Дифференциальные уравнения дробного по-
рядка применяются во многих современных областях теоретической физики, механики 
и прикладной математики. Дробное дифференциальное исчисление является основным 
инструментом для описания систем, которые обладают памятью и нелокальностью. По-
этому дифференциальные модели дробного порядка и стали популярными в приложе-
ниях. Некоторые из них можно найти, например, в работах [1–3].  

В последние годы стохастические возмущения дифференциальных уравнений 
привлекают все более пристальное внимание исследователей, так как, они успешно 
применяются в различных областях науки и техники. Стохастические возмущения 
дифференциальных уравнений дробного порядка определяют новый класс стохастиче-
ских уравнений – дифференциальных уравнений Ито дробного порядка. 

В литературе дробные случайные процессы делят на дробные по времени (с ис-
пользованием нескольких временных масштабов) и дробные по шуму (дробные диффе-
ренциалы винеровских процессов), а также как дробные и по времени, и по шуму. 
Насколько нам известно, исследователями рассматривались только модели, или дроб-
ные по времени, или дробные по шуму. Мы же рассматриваем дифференциальные 
уравнения Ито дробного порядка и по времени, и по шуму. 

Предварительные сведения. В рамках статьи следующие константы остаются 
фиксированными:  

 Nn – размерность фазового пространства уравнения, т. е. размер вектора 
решения уравнения; 

 Nm ; 
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 i  – индекс, удовлетворяющий условиям mi 1 ; 
 Nmi  ; 

 j  – индекс, удовлетворяющий условиям imj 1 ; 

 10  , 10  i , 10  ij . 

В данной статье используются следующие обозначения: 
െ ሺ𝛺, ℑ, ሺℑ௧ሻ௧ஹ଴, 𝑃ሻ– стохастический базис;  
െ 𝑘௡– линейное пространство n -мерных 0 -измеримых случайных величин;  

െ 𝐵௜– независимые стандартные винеровские процессы;  
െ 𝐵– винеровский процесс;  
െ E  – символ математического ожидания;  

െ .  – норма в nR ;  

െ‖𝑥‖௧ ൌ 𝑠𝑢𝑝
଴ஸఔஸ௧

|𝑥ሺ𝜈ሻ|; 

െ nD  – линейное пространство n-мерных прогрессивно измеримых случайных 
процессов на ሾ0, ൅∞ሾ с почти наверно (п. н.) непрерывными траекториями;  

െ T
nD  – линейное нормированное пространство n-мерных прогрессивно изме-

римых случайных процессов x  на ሾ0, 𝑇ሿ с п. н. непрерывными траекториями с 

мой‖𝑥‖஽೙
೅

ൌ ൬ 𝑠𝑢𝑝
଴ஸఔஸ்

|𝑥ሺ𝜈ሻ|ଶ൰
ሺଵ/ଶሻ

;  

െ n
qL  – линейное пространство n-мерных прогрессивно измеримых случайных 

процессов на ሾ0, ൅∞ሾ с п. н. локально суммируемыми траекториями со степенью q  при 
 q1  и локально ограниченными в существенном траекториями при q . 
Производные дробного порядка Римана–Лиувилля, Капуто, Жюмари определя-

ются формулами 
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соответственно, а интегрирование дробного порядка Римана–Лиувилля задается равен-
ством 
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где 



0

1)( dses s  – гамма-функция. 

Вопросам обобщения операции дифференцирования и интегрирования с целых 
порядков на дробные и их приложениям посвящена монография [4]. Производная 
Жюмари определена в работе [5]. Из результатов, изложенных в монографии [4], также 
следует:  
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В связи с тем, что траектория решений уравнений Ито нигде не дифференциру-
емая, удобно рассматривать дифференциальные уравнения дробного порядка с произ-
водной Жюмари. Пусть процесс описывается следующим дифференциальным уравне-
нием дробного порядка  

0( )( ) ( , ( ) )    ( 0),J
tD x t f t x t t    

где )(tx  – неизвестный n-мерный вектор, f  – n-мерная функция, удовлетворяющая 
условиям Каратеодори. Стохастические возмущения этого уравнения определяют 
уравнения вида  

             

.

0( )( ) ( , ( ) )  , ( )) ( )   ( 0),J
tD x t f t x t g(t x t B t  t                        (1) 

где )(tx  – неизвестный n-мерный случайный процесс, 
dt

tdB
tB

)(
)(

.

 , 𝑓, 𝑔 – n-мерные 

случайные функции, прогрессивно измеримые по первым двум переменным и непре-
рывные по третьей.  

Под решением уравнения (1) мы понимаем случайный процесс x  из пространства 
nD , п. н. удовлетворяющий интегральному уравнению 

1 1

0 0

( ) (0) (1 / ( )) ( ) ( , ( )) (1 / ( )) ( ) ( , ( )) ( )  ( 0).
t t

x t x t s f s x s ds t s g s x s dB s t           
Отметим, что в предыдущем уравнении первый интеграл понимается в смысле Лебега, 
а второй – в смысле Ито. 

По аналогии с интегрированием дробного порядка Римана–Лиувилля определим 
интегрирование дробного порядка Ито по винеровскому процессу )(tB  следующей 
формулой  
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Тогда для уравнения (1) удобно использовать следующую запись  
( ) ( , ( ) ) )   , ( ))( ( ))   ( 0).dx t f t x t (dt g(t x t dB t  t     

Отметим, что в [6] также было предложено использовать дробную производную 
Жюмари, введенную в [5], и классический белый шум для моделирования детермини-
рованной и стохастической частей процессов с несколькими временными масштабами 
соответственно. 

Задача исследования. Изучается вопрос существования и единственности ре-
шения дифференциального уравнения Ито дробного порядка вида 

    1 1

( ) ( , ( ))( ) ( , ( ))( ( ))   ( 0)
i

iji

mm

i ij j
i j

dx t f t x t dt g t x t dB t t

 

 
   

 
  ,              (2)

 
удовлетворяющего начальным условиям 

     nkxx  0)0( .                                              (3) 

В уравнении (2) )(tx  – неизвестный n-мерный случайный процесс наሾ0, ൅∞ሿ, 
𝑓௜ሺ𝜔, 𝑡, 𝑥ሻ, 𝑔௜௝ሺ𝜔, 𝑡, 𝑥ሻ – n-мерные случайные функции, прогрессивно измеримые по 
первым двум переменным и непрерывные по третьей переменной и 
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( , .., ) , 1 / ,
ii q i if x L q    ( , .., ) , 1 / 2

ijij q ij ijg x L q   .  

Задача (2), (3) называется задачей Коши для дифференциального уравнения Ито 
дробного порядка. Под решением задачи (2), (3) мы понимаем случайный процесс x  из 
пространства nD , п. н. удовлетворяющий интегральному уравнению 

11
0

1 10 0
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    (4) 

В уравнении (4) первый интеграл является интегралом Лебега, а второй – инте-
гралом Ито. 

Определение. Если существуют измеримые функции )(   ),( tt iji   𝑡 ∈ ሾ0, 𝑇ሿ, та-

кие, что функции   
t

i dssst i
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1 )()( 
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ij dsssT ij
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2)1(2 ))(()( 
 непрерывны и не убыва-

ют на отрезкеሾ0, 𝑇ሿ, а также для любых nRyx ,  выполняются неравенства 

( , ) ( , ) ( ) ,i i if t x f t y t x y    ( , ) ( , ) ( ) ,ij ij ijg t x g t y t x y    [0, ],t T      (5) 

то будем говорить, что функции 𝑓௜, 𝑔௜௝ удовлетворяют обобщенным условиям Липщи-
ца на отрезкеሾ0, 𝑇ሿ. 

Основной результат. В этом пункте будет рассмотрен вопрос существования и 
единственности решения для задачи (2), (3). В известных нам работах для доказатель-
ства существования и единственности решения задачи (2), (3) используется условие 
Липшица с постоянным коэффициентом Липшица [6]–[8]. В работе [9] изучен вопрос 
существования и единственности решения задачи Коши для стохастических функцио-
нально-дифференциальных уравнений целого порядка с использованием понятия 
«функционального контрактора», являющегося обобщением условия Липщица. Мы бу-
дем пользоваться идеями этой статьи. 

В предыдущем пункте было отмечено, что задача (2), (3) эквивалентна уравне-
нию (4). В дальнейшем вместо существования и единственности решения уравнения (4) 
будем изучать вопрос существования и единственности решения более общего уравне-
ния 

11

1 10 0
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   (6) 

где   – некоторый случайный процесс из пространства nD .  
Наряду с уравнением (6) рассмотрим уравнение 
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i
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(7) 

где )(tT  – случайный процесс, совпадающий со случайным процессом )(t  на отрез-
кеሾ0, 𝑇ሿ. 

Заметим, что если случайный процесс )0(   )( ttx  есть решение уравнения (6), 
то 𝑥ሺ𝑡ሻ  (𝑡 ∈ ሾ0, 𝑇ሿሻ удовлетворяет уравнению (7). Верно и обратное, т. е. если случай-
ный процесс 𝑥ሺ𝑡ሻ, 𝑡 ∈ ሾ0, 𝑇ሿ есть решение уравнения (7), то он удовлетворяет уравне-
нию (6) на отрезкеሾ0, 𝑇ሿ. 

Следовательно, если уравнение (7) однозначно разрешимо при любом 
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 𝑇 ∈ ሾ0, ൅∞ሿ, то уравнение (6) тоже имеет единственное решение. Поэтому, чтобы 
установить факт однозначной разрешимости уравнения (6), достаточно рассмотреть 
вопрос об однозначной разрешимости уравнения (7). 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема. Пусть функции 𝑓௜,  𝑔௜௝ удовлетворяют обобщенным условиям Липшица 

на отрезкеሾ0, 𝑇ሿ. Тогда уравнение (7) имеет единственное решение. 
Доказательство. Для доказательства теоремы нам понадобятся две леммы. Сна-

чала докажем их. 
Обозначим:  
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Лемма 1. Пусть функции 𝑓௜, 𝑔௜௝ удовлетворяют обобщенным условиям 

Липшица на отрезке ሾ0, 𝑇ሿи ,1)(  tG  𝜇ሺ𝑡ሻ ൏ 𝐾, [0, ]t T , где K  – некоторое 

положительное число. Тогда уравнение (7) имеет единственное решение. 
Доказательство. Пусть   

   

0

1
1

1 0

1

1 0

( ) ( ), [0, ],

1
( ) ( ) ( ) ( , ( ))   

( )

1
( ) ( , ( )) ( ) ( [0, ]), 0, 1, 2, ...

( )

i

i
ij

T

tm
T

n i n
i i

tm

ij n j
j ij

x t t t T

x t t t s f s x s ds

t s g s x s dB s t T n





















 


   


   

 

 

 

     
(8)

 

Отсюда в силу очевидного неравенства 







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 и неравенства 

,)()()(
0

2
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0
 
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dfEdBfE    

где )(f  – скалярный прогрессивно измеримый случайный процесс наሾ0, 𝑡ሿ, справед-
ливость которого следует из неравенства (4) монографии [10, с. 65], с учетом нера-
венств (5) получим 
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Из последнего неравенства по индукции имеем 
2 2 n
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так как 
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Так как 10   , имеем, что ряд 
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  сходится. В силу этого ряд 
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
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  сходится к случайному процессу )(tx  ( [0, ])t T , принадлежащему 

пополнению нормированного пространства T
nD . Тогда и последовательность 

( )  ( 0, 1, 2, ...)nx t n   сходится к случайному процессу )(tx  ( [0, ])t T . Переходя к 

пределу в равенстве (8) при n  и учитывая ранее сделанные предположения, полу-
чим 
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с вероятностью единица. В силу предыдущего равенства получим, что уравнение (7) 
имеет решение. 

Докажем единственность решения. Допустим противное, что уравнение (7) име-
ет два различных решения – )(  ),( 21 txtx . Тогда очевидно, что справедливо равенство 
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Отсюда, учитывая неравенства (5), получим 
2 2 2

2 1 2 1 2 1( )    ( [0, ]).
t t t

E x x G t E x x E E x x t T       

Так как 10   , то 0
2

12 
t

xxE
 
для всех [0, ]t T . Из этого следует, что 

0)()( 12  txtx  п. н. при [0, ]t T . Следовательно, 2 1( ) ( )  ( [0, ]x t x t t T   п. н. Это 

противоречит нашему допущению, поэтому уравнение (7) однозначно разрешимо.  
Лемма доказана. 
Лемма 2. Пусть функции ,i ijf g  удовлетворяют обобщенным условиям 

Липшица на отрезке [0, ]T  и ( ) 1  ( [0, ]G t t T   . Тогда уравнение (7) однозначно 

разрешимо. 
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Доказательство. Пусть inf{ : [0, ], ( ) }t t t T t     , где N . Тогда Tt   

п. н. при   ввиду того, что функция )(t  непрерывна на отрезке [0, ]T , т. е. огра-

ничена на отрезке [0, ]T . 

Рассмотрим следующую последовательность уравнений 
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
   

 

 

 
          (9) 

В последовательности уравнений (9) )()(0 ttx T , )(sJ  – характеристическая 

функция отрезка 1[ , ]t t  , 00 t  ( J  – прогрессивно измеримый случайный процесс 

на отрезке [0, ]T ). Решение  -го уравнения (9) удовлетворяет также уравнению (7) на 

отрезке [0, ]t . Верно и обратное, т. е. решение уравнения (7) удовлетворяет  -му 

уравнению (9) на отрезке [0, ]t . Заметим, что при любом N для уравнения (9) вы-

полняются условия леммы 1. В силу того, что Tt   п. н. при  , получим, что 

уравнение (7) имеет единственное решение. 
Лемма доказана. 
Доказательство теоремы. Пусть inf{ : [0, ], ( )  /2}t t t T G t    , где N . 

Тогда очевидно, что Tt   при   в силу того, что функция непрерывна на отрез-

ке [0, ]T , т. е. ограничена на отрезке [0, ]T . 

Рассмотрим уравнение (9), где )()(0 ttx T , )(sJ  – характеристическая функ-

ция отрезка 1[ , ]t t  , 00 t . Благодаря определению ,t Т    нетрудно убедиться, 

что при любом N  для уравнений (9) выполняются условия леммы 2. Поскольку по-
следовательность ( )  ( 0, 1, 2, ...)x t    решений уравнений (9) стремится к единствен-

ному решению уравнения (7) при  , то уравнение (7) имеет единственное реше-
ние. 

Теорема доказана. 
В силу теоремы справедливы следующие следствия. 
Следствие 1. Пусть при любом [0, [T    функции ,i ijf g  удовлетворяют 

обобщенным условиям Липщица на отрезке [0, ]T . Тогда уравнение (6) имеет 

единственное решение. 
Следствие 2. Пусть при любом [0, [T    функции ,i ijf g  удовлетворяют 

обобщенным условиям Липщица на отрезке [0, ]T . Тогда задача (2), (3) имеет 

единственное решение. 
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Abstract. The article considers a new class of systems of nonlinear differential equations of 
Ito fractional order on the semiaxis with the fractional derivative described in Jumari’s approach. It 
has been proved the theorem of existence and uniqueness of the Cauchy problem solution for the dif-
ferential equations. The main limitations on the nonlinearity of the equation are generalized as Lip-
schitz conditions. The results of the article summarize some well-known results for systems of nonlin-
ear differential equations and equations of fractional order.  
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