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Аннотация. В статье представлено численное решение одномерной нестационарной за-
дачи теплопроводности для двух типов горных пород: гранулита и глины. Коэффициент тепло-
проводности каждого материала описывается степенной зависимостью от температуры, пара-
метры которой получены из регрессионного анализа экспериментальных данных. Рассмотрена 
задача с граничными условиями теплоизоляции на левой границе и конвективного теплообмена 
на правой границе. Численная реализация выполнена с использованием неявной конечно-
разностной схемы, приведением системы к трёхдиагональному виду и решением методом про-
гонки. Установлено, что знак показателя степени b определяет характер остывания: для грану-
лита (b < 0) остывание происходит быстрее, для глин (b > 0) – медленнее. Достоверность расчё-
тов подтверждена анализом сходимости и проверкой энергетического баланса. 
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Введение 
Эффективная теплопроводность горных пород является одним из ключевых па-

раметров при моделировании тепловых процессов в геотермии, при проектировании 
термических методов повышения нефтеотдачи, а также при бурении глубоких скважин 
[1–3]. Экспериментальные исследования показывают, что теплопроводность пород су-
щественно зависит от температуры, причём характер этой зависимости может быть как 
убывающим (для плотных кристаллических пород), так и возрастающим (для аморф-
ных пород) [4–6]. Поэтому использование моделей с постоянным коэффициентом теп-
лопроводности может приводить к существенным погрешностям [7–9]. 

Нашей целью было является численное исследование процессов теплопроводно-
сти в горных породах, таких, как гранулит и глина, одномерной нелинейной моделью 
теплопроводности с коэффициентом теплопроводности, зависящим от температуры по 
степенному закону, но с разными знаками степенного коэффициента. Параметры моде-
ли получены из регрессионного анализа экспериментальных данных, взятых из [6].  

1. Постановка задачи
Очень часто в математических моделях теплопроводности, особенно теплопро-

водности горных пород, коэффициент теплопроводности зависит от температуры, то 
есть такие процессы описываются нелинейным дифференциальным уравнением тепло-
проводности. Для расчета коэффициента теплопроводности использовано уравнение [5; 
6]: 
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где  – опорная температура,  – эффективная теплопроводность при ,  – безраз-
мерный параметр. 

Для  методом наименьших квадратов были получены значения  и , 
представленные в таблице 1. 

 
Таблица 1. Параметры степенной модели для исследуемых материалов 

 
Материал λ₀, Вт/(м·К) b Характер λ(T) 

Гранулит 2.00 –0.36 убывает 
с ростом T 

Глина 2.00 +0.47 возрастает 
с ростом T 

 
Исходные экспериментальные данные температурной зависимости эффективной 

теплопроводности гранулита и глины [6] при атмосферном давлении представлены на 
рисунке 1. 

 
Рис. 1. Температурные зависимости эффективной теплопроводности гранулита (слева) и глины 

(справа) 
 
Предположим, что исследуемая порода находится в тепловом равновесии с 

окружающей средой при температуре , т. е. температура везде одинаковая и равна 
температуре окружающей среды. С поверхности горной породы идет теплоотдача в 
окружающую среду с температурой . Требуется найти распределение температуры в 
горной породе. Для описания данного процесса рассмотрим следующую начально-
краевую задачу. 

, ,  (1) 
,          (2) 

, – ,     (3) 
где  – коэффициент теплопроводности, H – коэффициент теплообмена, Tc – темпе-
ратура окружающей среды, – коэффициент теплоотдачи. 
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Для численного решения задач (1)–(3) воспользуемся методом конечных разно-
стей [10]. Возьмем прямоугольную равномерную сетку: 

 

. 
Выберем для определенности следующие входные данные: R = 1 м, N = 50  

(h = 0.02 м), τ = 0.01 с, K = 500 (общее время 5 с). 
 

2. Неявная разностная схема 
Составим неявную разностную схему, аппроксимирующую задачи (1)–(3) с по-

грешностью порядка 1:D6 E ;, которая, как известно, является безусловно устойчи-
вой: 

˝ 6-?˝
L
5
@M >5

˝ 6-
6- ?˝ 6-

F M
˝ 6-?˝ 7-

6-

AE * :6 F 6̇Æ ;,                                 (4) 
I L sÆ0 F s$, J L sÆ0 F s$, 

64 L 64, I L rÆ0$        (5) 
-̋
6 -? ,̋

6-

L r,   6̇Æ>5 L
5

5>
6̇ ?5
Æ>5 E 6 ,      J L sÆ0 F s$(6) 

где M L
> 7-

6
 .  

Для внутренних узлов т = 1, …, N – 1 ле перегруппировки соответствующих 
слагаемых из разностного уравнения (4) получим: 

# 6 >5
Æ>5 E % 6Æ>5 E $ 6 ?5

Æ>5 L (, 
где $ L . M , % L F:s E . :M >5 E M ;;, ( L Fk6Æ E * :6 F 6̇Æ ;o. 

Численное решение системы уравнений (4)–(6) получено методом прогонки. 
 

2. Результаты моделирования 
На рисунке 2 представлены профили температуры T(K) вдоль пространственной 

координаты для гранулита в моменты времени t = 0, 0.1, 0.2 и 0.3 с. Начальное распре-
деление равномерное (T0 = 273 К). На правой границе (X = 1 м) действует конвективный 
теплообмен, на левой (X = 0) – теплоизоляция. Для гранулита, у которого показатель 
степени b < 0, теплопроводность уменьшается с ростом температуры. При охлаждении 
правой границы теплопроводность в этой зоне возрастает, что ускоряет отток тепла от 
левой (тёплой) части. На графике это проявляется в относительно быстром снижении 
температуры во всём образце, особенно вблизи правой границы.  

 
Рис. 2. Профили температуры T(K) вдоль пространственной координаты для гранулита  

в моменты времени t = 0, 0.1, 0.2 и 0.3 с 
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На рисунке 3 показано распределение температуры для глины в те же моменты 

времени. В отличие от гранулита, данный материал имеет b > 0, т. е. теплопроводность 
возрастает с температурой. При охлаждении правой границы теплопроводность в хо-
лодной зоне снижается, что уменьшает тепловой поток и замедляет процесс остывания. 
По сравнению с гранулитом перепад температур между левым и правым концами об-
разца к моменту t = 0,3 с выражен слабее, что наглядно видно на графике. 

 
Рис. 3. Профили температуры T(K) вдоль пространственной координаты для глины в моменты 

времени t = 0, 0.1, 0.2 и 0.3 с 
 
Финальное распределение температуры (t = 5 с) представлено на таблице 2.  
 

Таблица 2. Финальное распределение температуры через 5 секунд 
 

Материал T(0), K T(R), K ΔT, K Средняя T, K Средняя λ, Вт/(м·К) 

Гранулит 273.00 250.23 22.77 261.89 2.08 

Глина 273.00 251.18 21.82 262.53 1.97 
 

Для гранулита (b < 0) теплопроводность уменьшается с ростом температуры. 
При охлаждении правой границы температура в прилегающей области падает, тепло-
проводность в этой зоне увеличивается, что приводит к росту теплового потока от ле-
вой (тёплой) части стержня. Возникает положительная обратная связь, ускоряющая 
остывание. Для глины (b > 0) картина обратная: охлаждение снижает теплопровод-
ность, что препятствует дальнейшему оттоку тепла, замедляя процесс. 

В проведённом нами анализе сходимости решения на последовательности сеток 
N = 25, 50, 100, 200 при переходе от грубой сетки к очень мелкой погрешность снижа-
ется с ~5 % до ~0,1 %. Число Куранта для обоих материалов не превышает 0.5, что га-
рантирует устойчивость. Относительная погрешность сохранения энергии менее . 

 
Заключение 

1. Получено численное решение начально-краевой задачи для нелинейного 
уравнения теплопроводности.  
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2. Установлено, что знак показателя степени b в модели определяет характер 
остывания: при b < 0 (гранулит) остывание ускоряется, при b > 0 (глины) – замедляется. 

3. Достоверность результатов подтверждена сходимостью по сетке, энергети-
ческим балансом и соблюдением критерия устойчивости Куранта. 

Полученные результаты могут быть использованы при проектировании терми-
ческих методов воздействия на нефтяные пласты и в геотермических расчётах.  

 
Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 25-29-01110. 
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Abstract. The paper presents a numerical solution of the one-dimensional unsteady heat con-

duction problem for three rock types: granulite and clay. The thermal conductivity of each material 
follows power-law temperature dependence, with parameters obtained from regression analysis of ex-
perimental data. The problem with boundary conditions of thermal insulation on the left end and con-
vective heat transfer on the right end is considered. An implicit finite-difference scheme is implement-
ed, reducing the system to tridiagonal form solved by the Thomas algorithm. The research has found 
that the sign of the exponent b determines the cooling behavior: for granulite (b < 0) cooling acceler-
ates; for clays (b > 0) cooling decelerates. Numerical reliability is confirmed by convergence analysis 
and energy balance checking. 

Keywords: unsteady heat conduction, power-law model, granulite, clay, Thomas algorithm, 
numerical simulation. 
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