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Аннотация. В статье рассмотрен численный анализ напряженно-деформированного со-

стояния (НДС) эллиптического цилиндра под воздействием линейно распределенной нагрузки 
при различных условиях опирания. Представлены два алгоритма конечно-элементного иссле-
дования НДС эллиптического цилиндра: при отсчете угла поворота нормали от ее исходного и 
деформированного состояний.  

Результаты численных экспериментов подчеркивают важность учета деформаций попе-
речного сдвига и демонстрируют, что вариант с отсчетом угла поворота нормали от ее дефор-
мированного состояния обеспечивает высокую точность при ограниченном числе элементов 
дискретизации. Разработанный алгоритм с векторной аппроксимацией полей перемещений 
успешно решает проблему учета смещения оболочки как абсолютно твердого тела, предостав-
ляя перспективное решение в области строительной механики и численного моделирования. 

Ключевые слова: деформационная теория Тимошенко, эллиптический цилиндр, угол 
поворота нормали, скалярная аппроксимация, векторная аппроксимация, метод конечных эле-
ментов. 

 
В современном мире метод конечных элементов (МКЭ) [1–5] и математическое 

моделирование деформаций [6–8] играют важную роль в инженерных и научных ис-
следованиях. Однако существующие методы не всегда полностью учитывают сложные 
деформации, возникающие в материалах под воздействием внешних нагрузок. Статья 
обосновывает актуальность учета деформаций поперечного сдвига [9–15] и в рамках 
данной теории предлагает новый вариант отсчета угла поворота нормали при расчетах 
НДС оболочечных конструкций [16]. 

Проведенный анализ последних исследований и публикаций выявил ограниче-
ния существующих методов, особенно в области учета смещения оболочек как абсо-
лютно твердых тел [12–15]. С учетом этого исследование ставило перед собой задачу 
разработки конечно-элементного алгоритма, который эффективно решит данную про-
блему. 

Автором предлагается алгоритм конечно-элементного исследования напряжен-
но-деформированного состояния эллиптического цилиндра при отсчете угла наклона 
нормали от ее деформированного состояния с учетом векторной аппроксимации полей 
перемещений. Тестовые примеры подтверждают высокую эффективность нового мето-
да, решающего проблему учета смещения оболочки как абсолютно твердого тела. 

Полученные результаты предоставляют перспективное решение в области стро-
ительной механики и численного моделирования, обеспечивая более точное и реали-
стичное моделирование деформаций в эллиптических цилиндрах. 
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Геометрия цилиндрической оболочки. Положение точки срединной поверхно-
сти рассматривается в исходном состоянии цилиндра (точка М଴) и в деформированном 
(точка M). Для обозначения положения точки в произвольном слое оболочки, находя-
щейся на расстоянии ζ от срединной поверхности, будем использовать записи М଴஖ и М஖ 
соответственно указанным состояниям оболочки в процессе деформирования. Геомет-
рия эллиптического цилиндра описывается посредством радиус-вектора 

𝑅ሬ⃗ ௢ ൌ 𝑥𝚤 ൅ 𝑏 ∙ 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑡ሻ 𝚥 ൅ 𝑐 ∙ cosሺ𝑡ሻ 𝑘ሬ⃗ ,                                (1) 
где 𝑥 и 𝑡 – глобальные координаты; 𝑏 и 𝑐 – полуоси эллипса. 

Дифференцирование (1) по 𝑥 и 𝑡 позволит определить векторы локального бази-
са 

𝑎⃗ଵ
௢ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,௫

௢ ൌ 𝚤; 
𝑎⃗ଶ

௢ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,௧
௢ ൌ 𝑏 ∙ 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑡ሻ 𝚥 െ 𝑐 ∙ sinሺ𝑡ሻ 𝑘ሬ⃗ .                                (2) 

На основании векторного произведения определим орт нормали к срединной по-
верхности 

𝑎⃗௡
௢ ൌ ௔ሬ⃗ భ

೚ൈ௔ሬ⃗ మ
೚

|௔ሬ⃗ భ
೚ൈ௔ሬ⃗ మ

೚|
ൌ ௖∙ୱ୧୬ሺ௧ሻ

ௗ
𝚥 ൅ ௕∙ୡ୭ୱሺ௧ሻ

ௗ
𝑘ሬ⃗ ,                                  (3) 

где 𝑑 ൌ √𝑏ଶ𝑐𝑜𝑠ଶ𝑡 ൅ 𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛ଶ𝑡. 
Продифференцировав (2) и (3), найдем производные векторов локального базиса 

𝑎⃗ଵ,௫
௢ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,௫௫

௢ ൌ 0; 𝑎⃗ଵ,௧
௢ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,௫௧

௢ ൌ 0; 𝑎⃗ଶ,௫
௢ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,௧௫

௢ ൌ 0; 𝑎⃗௡,௫
௢ ൌ 0; 

𝑎⃗ଶ,௧
௢ ൌ

൫௖మି௕మ൯∙ୱ୧୬ሺଶ௧ሻ

ଶௗ
 𝑎⃗ଶ

௢ ൅ ି௖௕

√ௗ
 𝑎⃗௡

௢;   𝑎⃗௡,௧
௢ ൌ ௖௕

ௗ√ௗ
 𝑎⃗ଶ

௢.                       (4) 

Для удобства изложения материала представим формулы (2), (3) и (4) в матрич-
ном виде 

ሼ𝑎⃗௢ሽ ൌ ሾℎ௢ሿሼ𝚤ሽ;  ൛𝑎⃗,௫
௢ ൟ ൌ ൣℎ,௫

௢ ൧ሼ𝚤ሽ;  ൛𝑎⃗,௧
௢ൟ ൌ ൣℎ,௧

௢൧ሼ𝚤ሽ,                      (5) 

где ሼ𝑎⃗௢ሽ் ൌ ሼ𝑎⃗ଵ
௢𝑎⃗ଶ

௢𝑎⃗௡
௢ሽ;  ൛𝑎⃗,௫

௢ ൟ
்

ൌ ൛𝑎⃗ଵ,௫
௢ 𝑎⃗ଶ,௫

௢ 𝑎⃗௡,௫
௢ ൟ; ൛𝑎⃗,௧

௢ൟ
்

ൌ ൛𝑎⃗ଵ,௧
௢ 𝑎⃗ଶ,௧

௢ 𝑎⃗௡,௧
௢ ൟ; 

 ሼ𝚤ሽ் ൌ ൛𝚤𝚥𝑘ሬ⃗ ൟ; 
На основании (5) запишем формулу 

ሼ𝚤ሽ ൌ ሾℎ௢ሿିଵሼ𝑎⃗௢ሽ.                                           (6) 
Исходя из (5) и (6), производные векторов локального базиса представим в бази-

се ሼ𝑎⃗௢ሽ 
൛𝑎⃗,௫

௢ ൟ ൌ ൣℎ,௫
௢ ൧ሾℎ௢ሿିଵሼ𝑎⃗௢ሽ ൌ ሾ𝑝ሿሼ𝑎⃗௢ሽ; 

൛𝑎⃗,௧
௢ൟ ൌ ൣℎ,௧

௢൧ሾℎ௢ሿିଵሼ𝑎⃗௢ሽ ൌ ሾ𝑠ሿሼ𝑎⃗௢ሽ,                                 (7) 
где   

ሾ𝑝ሿ ൌ ൥
0 0 0
0 0 0
0 0 0

൩ ; ሾ𝑠ሿ ൌ ൥
0 0 0
0 𝑠ଶଶ 𝑠ଶଷ
0 𝑠ଷଶ 0

൩ ; 𝑠ଶଶ ൌ  
ሺ𝑐ଶ െ 𝑏ଶሻ ∙ sinሺ2𝑡ሻ

2𝑑
; 

𝑠ଶଷ ൌ
െ𝑐𝑏

√𝑑
 ; 𝑠ଷଶ ൌ

𝑐𝑏

𝑑√𝑑
. 

 
Радиус-векторы 𝑅ሬ⃗ , 𝑅ሬ⃗ ௢఍, 𝑅ሬ⃗ ఍ однозначно определяют положения точек 𝑀, 𝑀଴఍, 𝑀఍: 

𝑅ሬ⃗ ൌ 𝑅ሬ⃗ ௢ ൅ 𝑣⃗;  𝑅ሬ⃗ ௢఍ ൌ 𝑅ሬ⃗ ௢ ൅ 𝜁𝑎⃗௡
௢;  𝑅ሬ⃗ ఍ ൌ 𝑅ሬ⃗ ௢఍ ൅ 𝑉ሬ⃗ ,                    (8) 

где 𝑉ሬ⃗  – вектор перемещения точки, отстоящей от срединной поверхности на расстоянии 
ζ. 

Вектор перемещения точки 𝑀଴ записывается в локальном базисе следующим 
образом 
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𝑣⃗ ൌ 𝑣ଵ𝑎⃗ଵ
଴ ൅ 𝑣ଶ𝑎⃗ଶ

଴ ൅ 𝑣𝑎⃗௡
଴.                                   (9) 

Производные вектора (9) по криволинейным координатам 𝑥 и  𝑡 
𝑣⃗,௫ ൌ 𝑣,௫

ଵ 𝑎⃗ଵ
௢ ൅ 𝑣,௫

ଶ𝑎⃗ଶ
௢ ൅ 𝑣,௫𝑎⃗௡

௢;   𝑣⃗,௧ ൌ 𝑣,௧
ଵ𝑎⃗ଵ

௢ ൅ 𝑡௧
ଶ𝑎⃗ଶ

௢ ൅ 𝑡௧𝑎⃗௡
௢; 

𝑣⃗,௫௫ ൌ 𝑣,௫௫
ଵ 𝑎⃗ଵ

௢ ൅ 𝑣,௫௫
ଶ 𝑎⃗ଶ

௢ ൅ 𝑣,௫௫𝑎⃗௡
௢;    𝑣⃗,௧௧ ൌ 𝑣,௧௧

ଵ 𝑎⃗ଵ
௢ ൅ 𝑡௧௧

ଶ 𝑎⃗ଶ
௢ ൅ 𝑡௧௧𝑎⃗௡

௢; 
𝑣⃗,௧௫ ൌ 𝑣,௧௫

ଵ 𝑎⃗ଵ
௢ ൅ 𝑡௧௫

ଶ 𝑎⃗ଶ
௢ ൅ 𝑡௧௫𝑎⃗௡

௢,                                      (10) 
где  

𝑡௧
ଶ ൌ 𝑣,௧

ଶ ൅ 𝑣ଶ ∙ 𝑠ଶଶ ൅ 𝑣 ∙ 𝑠ଷଶ;    𝑡௧ ൌ 𝑣ଶ ∙ 𝑠ଶଷ ൅ 𝑣,௧;  
𝑡௧௧

ଶ ൌ ሺ𝑠ଶଷ𝑠ଷଶ ൅ ሺ𝑠ଶଶሻଶሻ𝑣ଶ ൅ 𝑣,௧௧
ଶ ൅ 2𝑠ଷଶ𝑣,௧ ൅ 𝑠ଷଶ𝑠ଶଶ𝑣; 

𝑡௧௧ ൌ 𝑠ଷଶ𝑠ଶଷ𝑣 െ 𝑣ଶ𝑠ଶଶ𝑠ଶଷ ൅ 2𝑠ଶଷ𝑣,௧
ଶ ൅ 𝑣,௧௧; 

𝑡௧௫
ଶ ൌ  𝑣,௧௫

ଶ ൅ 𝑣,௫
ଶ𝑠ଶଶ ൅ 𝑣,௫𝑠ଷଶ; 𝑡௧௫ ൌ  𝑣,௫

ଶ 𝑠ଶଷ ൅ 𝑣,௧௫. 
Орт нормали в точке 𝑀 определяется посредством векторного произведения 

𝑎⃗௡ ൌ ௔ሬ⃗ భൈ௔ሬ⃗ మ

|௔ሬ⃗ భൈ௔ሬ⃗ మ|
,                                               (11) 

где 𝑎⃗ଵ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,௫ ൌ ൫𝑅ሬ⃗ ௢ ൅ 𝑣⃗൯
,௫

;  𝑎⃗ଶ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,௧ ൌ ൫𝑅ሬ⃗ ௢ ൅ 𝑣⃗൯
,௧

. 

При отсчете угла поворота нормали от ее исходного состояния вектор 𝑉ሬ⃗  запи-
шется в следующем виде [9] 

𝑉ሬ⃗ ൌ 𝑣⃗ ൅ 𝜁ሺ𝛾⃗ ൈ 𝑎⃗௡
଴ሻ.                                          (12) 

Если отсчитывать угол поворота нормали от ее деформированного состояния, 
вектор перемещения 𝑉ሬ⃗  произвольной точки будет иметь вид [16]: 

𝑉ሬ⃗ ൌ 𝑣⃗ ൅ 𝜁ሺ𝑣⃗௡ ൈ 𝑎⃗௡
଴ሻ ൅ 𝜁ሺ𝛾⃗ ൈ 𝑎⃗௡

଴ሻ,                                 (13) 
где 𝛾⃗ ൌ െ𝛾ଶ𝑎⃗ଵ

଴ ൅ 𝛾ଵ𝑎⃗ଶ
଴ ൅ 𝛺௡𝑎⃗௡

଴  – вектор углов поворота нормали [10]; 𝑣⃗௡ ൌ 𝑎⃗௡ െ 𝑎⃗௡
଴  – 

вектор разности нормалей в деформированном и исходном состояниях. 
Деформации в произвольном слое, отстоящем на расстоянии ζ от срединной по-

верхности оболочки, определяются соотношениями механики сплошной среды [17] 

ε஑ஒ
஖ ൌ

𝘨ಉಊି𝘨ಉಊ
బ

ଶ
;      ε஑ଷ

஖ ൌ 𝘨ಉయି𝘨ಉయ
బ

ଶ
,                                 (14) 

где 𝘨஑ஒ ൌ 𝘨ሬሬ⃗ ஑ ∙ 𝘨ሬሬ⃗ ஒ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,஑
஖ ∙ 𝑅ሬ⃗ ,ஒ

஖ ;  𝘨஑ஒ
଴ ൌ 𝘨ሬሬ⃗ ஑

଴ ∙ 𝘨ሬሬ⃗ ஒ
଴ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,஑

଴஖ ∙ 𝑅ሬ⃗ ,ஒ
଴஖; 

𝘨஑ଷ ൌ 𝘨ሬሬ⃗ ஑ ∙ 𝘨ሬሬ⃗ ଷ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,஑
஖ ∙ 𝑅ሬ⃗ ,஖

஖ ;   𝘨஑ଷ
଴ ൌ 𝘨ሬሬ⃗ ஑

଴ ∙ 𝘨ሬሬ⃗ ଷ
଴ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,஑

଴஖ ∙ 𝑅ሬ⃗ ,஖
଴஖. 

Для конкретного случая деформации (14) описываются зависимостями (15) на 
основании формул (7)–(13): 

𝜀ଵଵ
఍ ൌ 𝘨ሬሬ⃗ ଵ

଴𝑉ሬ⃗,௫;  𝜀ଶଶ
఍ ൌ 𝘨ሬሬ⃗ ଶ

଴𝑉ሬ⃗ ,௧;  2𝜀ଵଶ
఍ ൌ 𝘨ሬሬ⃗ ଵ

଴𝑉ሬ⃗ ,௧ ൅ 𝘨ሬሬ⃗ ଶ
଴𝑉ሬ⃗,௫; 

2𝜀ଵଷ
఍ ൌ 𝘨ሬሬ⃗ ଵ

଴𝑉ሬ⃗ ,఍ ൅ 𝘨ሬሬ⃗ ଷ
଴𝑉ሬ⃗,௫;  2𝜀ଶଷ

఍ ൌ 𝘨ሬሬ⃗ ଶ
଴𝑉ሬ⃗ ,఍ ൅ 𝘨ሬሬ⃗ ଷ

଴𝑉ሬ⃗ ,௧.                         (15) 
Элемент дискретизации, аппроксимация перемещений. Элементом дискрети-

зации был выбран четырехугольный фрагмент срединной поверхности цилиндрической 
оболочки с узлами 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙. Для осуществления операции численного интегрирования 
фрагмент отображался на квадрат с локальными координатами 𝜉 и 𝜂, которые изменя-
лись в пределах െ1 ൑ 𝜉, 𝜂 ൑ 1. 

При скалярном варианте аппроксимации узловыми варьируемыми параметрами 
были приняты компоненты вектора перемещения и вектора угла поворота нормали в 
глобальной и локальной системах координат 

൛𝜏௬
г ൟ

்

ଵൈଵଶ    
ൌ ൛𝜏௜𝜏௝𝜏௞𝜏௟𝜏,௫

௜ 𝜏,௫
௝ 𝜏,௫

௞ 𝜏,௫
௟ 𝜏,௧

௜ 𝜏,௧
௝ 𝜏,௧

௞𝜏,௧
௟ ൟ; 

൛𝜏௬
лൟ

்

ଵൈଵଶ    
ൌ ቄ𝜏௜𝜏௝𝜏௞𝜏௟𝜏,క

௜ 𝜏,క
௝ 𝜏,క

௞ 𝜏,క
௟ 𝜏,ఎ

௜ 𝜏,ఎ
௝ 𝜏,ఎ

௞ 𝜏,ఎ
௟ ቅ ;  
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൛𝛾௬
ఈൟ

்

ଵൈସ   
ൌ ൛𝛾ఈ௜𝛾ఈ௝𝛾ఈ௞𝛾ఈ௟ൟ,                                    (16) 

где 𝜏 – компонента вектора перемещения 𝑣ଵ, 𝑣ଶ или 𝑣.  
Векторная аппроксимация в качестве узловых варьируемых параметров 

предусматривает векторы перемещений узловых точек, их производные и векторы 
углов поворота нормали в глобальной и локальной системах координат 

൛𝑣⃗௬
лൟ

்

 ଵൈଵଶ    
ൌ ቄ𝑣⃗௜𝑣⃗௝𝑣⃗௞𝑣⃗௟𝑣⃗,క

௜ 𝑣⃗,క
௝ 𝑣⃗,క

௞ 𝑣⃗,క
௟ 𝑣⃗,ఎ

௜ 𝑣⃗,ఎ
௝ 𝑣⃗,ఎ

௞𝑣⃗,ఎ
௟ ቅ ; 

൛𝑣⃗௬
гൟ

்

 ଵൈଵଶ    
ൌ ൛𝑣⃗௜𝑣⃗௝𝑣⃗௞𝑣⃗௟𝑣⃗,௫

௜ 𝑣⃗,௫
௝ 𝑣⃗,௫

௞𝑣⃗,௫
௟ 𝑣⃗,௧

௜ 𝑣⃗,௧
௝𝑣⃗,௧

௞𝑣⃗,௧
௟ ൟ;                         (17) 

൛𝛾⃗уൟ
்

 ଵൈସ    
ൌ ൛𝛾⃗௜𝛾⃗௝𝛾⃗௞𝛾⃗௟ൟ.                                        (18) 

При использовании традиционной интерполяции компонент вектора 
перемещения и компонент вектора угла поворота нормали (16) как независимых 
скалярных величин их аппроксимирующие функции будут иметь вид  

𝜏 ൌ ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈଵଶ    
൛𝜏௬

лൟ
்

ଵଶൈଵ    
;    𝛾ఈ ൌ ሼ𝜑ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈସ    
൛𝛾௬

ఈൟ
்

ସൈଵ    
,                    (19) 

где ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈଵଶ    
;  ሼ𝜑ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈସ    
 – полиномы Эрмита третьей степени и билинейные функции 

локальных координат. 
Из формулы (19) видно, что каждая компонента вектора перемещения 

внутренней точки конечного элемента (КЭ) аппроксимируется через узловые значения 
этой же компоненты, а каждая компонента вектора угла поворота нормали 
аппроксимируется через узловые значения только этой же компоненты и не зависит от 
узловых значений другой компоненты. 

Рассмотрим векторную формулировку алгоритма аппроксимации. Выражение 
вектора перемещения и вектора угла поворота нормали внутренней точки КЭ в 
деформированном состоянии через узловые величины (17), (18) будет иметь вид 

𝑣⃗ ൌ ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈଵଶ    
൛𝑣⃗௬

лൟ
 ଵଶൈଵ 

;        𝛾⃗ ൌ ሼ𝜑ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈସ    
൛𝛾⃗௬ൟ
ସൈଵ

.                          (20) 

Между узловыми неизвестными (17) устанавливается матричное соотношение 
൛𝑣⃗௬

лൟ
 ଵଶൈଵ 

ൌ ሾ𝑃𝐾ሿ
 ଵଶൈଵଶ 

൛𝑣⃗௬
гൟ

 ଵଶൈଵ 
.                                              (21) 

Принимая во внимание (21), перепишем (20) следующим образом 
𝑣⃗ ൌ ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈଵଶ    
ሾ𝑃𝐾ሿ

 ଵଶൈଵଶ 
൛𝑣⃗௬

гൟ
 ଵଶൈଵ 

;        𝛾⃗ ൌ ሼ𝜑ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈସ    
൛𝛾⃗௬ൟ
ସൈଵ

.                    (22) 

С учетом (9) и (10) набор векторных узловых варьируемых параметров в гло-
бальной системе координат примет вид 

൛𝑈ሬሬ⃗ ௬
гൟ

 ଵ଺ൈଵ 
ൌ ൣ𝐴൧

 ଵ଺ൈସସ
൛𝑧уൟ

  ସସൈଵ 
,                                               (23) 

где ൛𝑈ሬሬ⃗ ௬
гൟ

்

 ଵൈଵ଺    
ൌ ቊ ൛𝑣⃗௬

гൟ
்

 ଵൈଵଶ    
൛𝛾⃗уൟ

்

 ଵൈସ    
ቋ ;  ൛𝑧௬ൟ

்
ൌ ቄሼ𝑧௩ሽ், ൛𝑧ఊൟ

்
ቅ ; 

ሼ𝑧௩ሽ்

 ଵൈଷ଺   
ൌ ൛𝑣ଵ௜𝑣ଶ௜𝑣௜ … 𝑣௟𝑡ଵ

ଵ௜𝑡ଵ
ଶ௜𝑡ଵ

௜ … 𝑡ଵ
௟ 𝑡ଶ

ଵ௜𝑡ଶ
ଶ௜𝑡ଶ

௜ … 𝑡ଶ
௟ ൟ; 

൛𝑧ఊൟ
்

 ଵൈ଼     
ൌ ൛𝛾ଵ௜𝛾ଶ௜𝛾ଵ௝𝛾ଶ௝𝛾ଵ௞𝛾ଶ௞𝛾ଵ௟𝛾ଶ௟ൟ; ൣ𝐴൧ ൌ ൦

ൣ𝐴௩൧
 ଵଶൈଷ଺ 

ൣ𝐴ଵଶ൧
 ଵଶൈ଼ 

ൣ𝐴ଶଵ൧
 ସൈଷ଺ 

ൣ𝐴ఊ൧
 ସൈ଼ 

൪ ;  



Ищанов Т.Р. Учет деформации поперечного сдвига в тонких оболочках: векторная аппроксимация  
в МКЭ на основе четырехугольного элемента дискретизации 

 

Вестник Дагестанского государственного университета.  
Серия 1. Естественные науки. 2023. Том 38. Вып. 4 

 

36

матрицы ൣ𝐴ଵଶ൧
 ଵଶൈ଼ 

, ൣ𝐴ଶଵ൧
 ସൈଷ଺ 

 являются нулевыми, ൣ𝐴௩൧
 ଵଶൈଷ଺ 

и ൣ𝐴ఊ൧
 ସൈ଼ 

 – квазидиагональные матрицы, 

элементами которых являются векторы локальных базисов узлов конечного элемента.                            
На основании (23) представим (22) в следующем виде 

𝑣⃗ ൌ ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈଵଶ    
ሾ𝑃𝐾ሿ

 ଵଶൈଵଶ 
ൣ𝐴௩൧

 ଵଶൈଷ଺ 
ሼ𝑧௩ሽ

 ଷ଺ൈଵ 
ൌ ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈଵଶ    
ൣ𝐴௩൧

 ଵଶൈଷ଺ 
ሾ𝐾𝑃ሿ
 ଷ଺ൈଷ଺

ሼ𝑧௩ሽ
 ଷ଺ൈଵ 

; 

𝛾⃗ ൌ ሼ𝜑ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈସ    
ൣ𝐴ఊ൧
 ସൈ଼ 

൛𝑧ఊൟ
଼ൈଵ

.                                              (24) 

Выразим векторы базиса узловых точек в локальной системе координат через 
векторы базиса внутренней точки конечного элемента 

ሼ𝑎⃗௢ఘሽ ൌ ሾ𝑛௢ఘሿሾ𝑛௢ሿିଵሼ𝑎⃗௢ሽ ൌ ሾ𝑠௢ఘሿሼ𝑎⃗௢ሽ,                                   (25) 
где ሼ𝑎⃗௢ఘሽ ൌ ൛𝑎⃗ଵ

௢ఘ𝑎⃗ଶ
௢ఘ𝑎⃗௡

௢ఘൟ; верхний индекс 𝜌 обозначает узел КЭ: 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙. 
На основании (9) и (25) зависимости (24) примут вид 

𝑣ଵ𝑎⃗ଵ
௢ ൅ 𝑣ଶ𝑎⃗ଶ

௢ ൅ 𝑣𝑎⃗௡
௢ ൌ ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈଵଶ   
൬ ሾ𝐴௩

ଵሿ
 ଵଶൈଷ଺ 

𝑎⃗ଵ
௢ ൅ ሾ𝐴௩

ଶሿ
 ଵଶൈଷ଺ 

𝑎⃗ଶ
௢ ൅ ሾ𝐴௩ሿ

 ଵଶൈଷ଺ 
𝑎⃗௡

௢൰ ൛𝑄௩௬ൟ
 ଷ଺ൈଵ 

; 

𝛾ଵ𝑎⃗ଵ
௢ ൅ 𝛾ଶ𝑎⃗ଶ

௢ ൌ ሼ𝜑ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்

ଵൈସ    
ቆൣ𝐴ఊ

ଵ ൧
 ସൈ଼ 

𝑎⃗ଵ
௢ ൅ ൣ𝐴ఊ

ଶ൧
 ସൈ଼ 

𝑎⃗ଶ
௢ቇ ൛𝑊ఊ௬ൟ

 ଼ൈଵ 
,                         (26) 

где ൛𝑄௩௬ൟ
 ଷ଺ൈଵ 

ൌ ሾ𝐾𝑃ሿ
 ଷ଺ൈଷ଺

ሼ𝑧௩ሽ
 ଷ଺ൈଵ 

;  ൛𝑊ఊ௬ൟ
 ଼ൈଵ 

ൌ ൛𝑧ఊൟ
଼ൈଵ

. 

Приравнивая коэффициенты при векторах 𝑎⃗ଵ
௢, 𝑎⃗ଶ

௢ и 𝑎⃗௡
௢ в левой и правой частях 

равенств (26), получим интерполяционные зависимости для компонент вектора 
перемещения и вектора углов поворота нормалей 

𝑣ଵ ൌ ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்ሾ𝐴௩
ଵሿ൛𝑄௩௬ൟ;  𝑣ଶ ൌ ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்ሾ𝐴௩

ଶሿ൛𝑄௩௬ൟ;  𝑣 ൌ ሼ𝜓ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்ሾ𝐴௩ሿ൛𝑄௩௬ൟ; 
 𝛾ଵ ൌ ሼ𝜑ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்ൣ𝐴ఊ

ଵ ൧൛𝑊ఊ௬ൟ;    𝛾ଶ ൌ ሼ𝜑ሺ𝜉, 𝜂ሻሽ்ൣ𝐴ఊ
ଶ൧൛𝑊ఊ௬ൟ.               (27) 

Анализ выражений (27) показывает, что каждая компонента вектора перемеще-
ния произвольной точки конечного элемента зависит от узловых значений всех трех 
компонент и их производных, каждая компонента угла поворота нормали зависит от 
узловых значений обеих компонент вектора угла поворота нормали [15]. 

Матрица жесткости и столбец узловых усилий записываются согласно стандарт-
ной для МКЭ процедуре в форме метода перемещений [16]. 

 
Результаты численных расчетов. Решена тестовая задача по определению 

НДС эллиптического цилиндра, нагруженного вдоль образующей линейно 
распределенной нагрузкой интенсивности q. На противоположной стороне цилиндра 
имеются шарнирные опоры, которые препятствуют вертикальному смещению (рис. 1). 
Исходные данные: 𝑞 ൌ 5 ∙ 10ିଷМПа; 𝑏 ൌ 0,1 м; 𝑐 ൌ 0,025 м; 𝐸 ൌ 2 ∙ 10ହ МПа; 𝜈 ൌ 0,3; 
h = 0,001 м.   

Расчеты с учетом скалярной и векторной аппроксимаций выполнялись в двух 
вариантах: в первом варианте отсчет угла поворота нормали осуществлялся от ее ис-
ходного положения, во втором – от ее деформированного положения. 
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Рис. 1. Расчетная схема эллиптического цилиндра 

 
Проведенная оценка достоверности результатов включала анализ сходимости 

вычислительного процесса и условия равенства численных значений кольцевых напря-
жений в точках 1 и 2. 

В таблице 1 отражены значения нормальных напряжений на внутренней 𝜎௧௧
஻ и 

наружной 𝜎௧௧
ு поверхностях цилиндра в контролируемых точках 1 и 2 для обоих вари-

антов расчета при использовании скалярной и векторной форм аппроксимаций. 
Данные табличного материала показывают, что в обоих вариантах отсчета угла 

поворота нормали скалярная аппроксимация позволяет получать приемлемые результа-
ты только при значительном сгущении сетки дискретизации. Векторный вариант ин-
терполяционной процедуры уже при редкой сетке элементов дискретизации дает удо-
влетворительные по точности результаты. Важно отметить, что во втором варианте 
расчета сходимость значительно лучше при любой форме аппроксимации. 

 
Таблица 1. Расчет НДС эллиптического цилиндра: шарнирные опоры 

Варианты аппрок-
симаций 

Координаты 
точек  
(x, t) 

Напря- 
жения, 
МПа 

Сетка дискретизации 

25x2 37x2 49x2 97x2 145x2 241x2

Первый вариант расчета 

Скалярная 

Точка (1): 
ሺ0; 0ሻ 

𝜎௧௧
஻  101,73 130,12 144,14 154,43 156,44 157,74

𝜎௧௧
ு –103,36 –130,88 –144,63 –154,09 –155,88 –157,33

Точка (2): 
ሺ0; 𝜋ሻ 

𝜎௧௧
஻  14,13 90,41 133,33 154,64 156,53 157,78

𝜎௧௧
ு –13,43 –89,96 –132,87 –154,07 –155,69 –157,38

Векторная Точка (1):  𝜎௧௧
஻  141,51 146,77 150,78 154,77 156,79 157,66
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ሺ0; 0ሻ 𝜎௧௧
ு –140,79 –146,33 –150,56 –154,39 –155,91 –157,23

Точка (2): 
ሺ0; 𝜋ሻ 

𝜎௧௧
஻  141,51 146,77 150,78 154,77 156,79 157,66

𝜎௧௧
ு –140,79 –146,33 –150,56 –154,39 –155,91 –157,23

Второй вариант расчета 

Скалярная 

Точка (1): 
 ሺ0; 0ሻ 

𝜎௧௧
஻ 123,11 143,88 151,77 156,76 158,44 158,73

𝜎௧௧
ு –128,36 –144,73 –151,89 –156,49 –158,46 –158,34

Точка (2): 
ሺ0; 𝜋ሻ 

𝜎௧௧
஻ –6,93 73,46 121,36 155,46 158,39 158,72

𝜎௧௧
ு 7,78 –72,23 –120,76 –154,87 –158,73 –158,35

Векторная 

Точка (1): 
 ሺ0; 0ሻ 

𝜎௧௧
஻  157,16 158,46 158,61 158,63 158,78 158,78

𝜎௧௧
ு –159,23 –158,33 –158,33 –158,33 –158,32 –158,32

Точка (2): 
ሺ0; 𝜋ሻ 

𝜎௧௧
஻ 157,16 158,46 158,61 158,63 158,78 158,78

𝜎௧௧
ு –159,23 –158,33 –158,33 –158,33 –158,32 –158,32

 
При использовании векторной интерполяционной процедуры значения напря-

жений в точках приложения силы и шарнирного опирания совпадают, что соответству-
ет условию равновесия цилиндра. При скалярной аппроксимации для выполнения дан-
ного условия необходимо значительно увеличивать число элементов дискретизации. 

Дадим возможность эллиптическому цилиндру смещаться вертикально вниз под 
воздействием нагрузки, заменив шарнирные опоры на пружинные. Результаты расчетов 
напряженно-деформированного состояния цилиндра представлены в таблице 2. 

При использовании первого варианта расчета, когда угол поворота нормали от-
считывался от ее исходного состояния, применялась сетка дискретизации (337х2); ко-
гда отсчет угла поворота нормали осуществлялся от ее деформированного положения, 
при скалярной аппроксимации выбиралась сетка дискретизации (145х2), при векторной 
– (49х2). Как видим, для второго варианта расчета было использовано меньшее число 
конечных элементов, так как алгоритм, использующий отсчет угла наклона нормали от 
деформированного состояния нормали, показывает приемлемые результаты и при бо-
лее редкой сетке элементов дискретизации. 

Из таблицы 1 видно, что при отсутствии вертикального смещения традиционная 
и векторная аппроксимации для обоих вариантов отсчета угла наклона нормали (при 
различном числе элементов дискретизации для каждого из вариантов расчета) показы-
вают удовлетворительные результаты. При смещении цилиндра как жесткого целого 
для скалярной аппроксимации равенство значений напряжений в контролируемых точ-
ках не выполняется, а при существенном смещении получаем недостоверные результа-
ты. Значения напряжений при инвариантной интерполяционной процедуре векторных 
полей перемещений остаются приемлемыми при любой величине вертикального сме-
щения цилиндрической оболочки. Условие равенства напряжений в характерных точ-
ках 1 и 2 также выполняется. 
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Таблица 2. Расчет НДС эллиптического цилиндра: пружинные опоры 

 

Жесткость пружины, 10ଶ Н/м ∞ 0,1 0,01 0,02 

Величина смещения, 10ିଶ м 0,00 1,00 10,00 20,00 

Варианты ап-
проксимаций 

Координаты точек 
(x, t) 

Напряжения, 
МПа 

Значения напряжений в контролируемых 
точках при заданных смещениях оболочки

Первый вариант расчета 

Скалярная 

Точка (1): ሺ0;  0ሻ 
𝜎௧௧

஻ 157,83 154,48 123,69 –221,19 

𝜎௧௧
ு –157,43 –153,88 –123,88 217,38 

Точка (2): 
ሺ0; 𝜋ሻ 

𝜎௧௧
஻ 157,84 162,39 201,59 536,23 

𝜎௧௧
ு –157,47 –161,79 –200,76 –543,14 

Смещение оболочки, 10ିଶ м 0 0,99928 9,92892 19,32095

Векторная 

Точка (1): 
ሺ0;  0ሻ 

𝜎௧௧
஻ 157,93 157,93 157,93 157,93 

𝜎௧௧
ு –157,57 –157,57 –157,57 –157,57 

Точка (2): 
ሺ0; 𝜋ሻ 

𝜎௧௧
஻ 157,93 157,93 157,93 157,93 

𝜎௧௧
ு –157,57 –157,57 –157,57 –157,57 

Смещение оболочки, 10ିଶ м 0,00 1,00 10,00 20,00 

Второй вариант расчета 

Скалярная 

Точка (1): 
 ሺ0;  0ሻ 

𝜎௧௧
஻ 158,44 130,44 123,29 111,19 

𝜎௧௧
ு –158,46 –130,79 –124,37 –112,39 

Точка (2): 
ሺ0; 𝜋ሻ 

𝜎௧௧
஻ 158,39 97,33 61,16 63,42 

𝜎௧௧
ு –158,73 –96,26 –62,28 –61,93 

Смещение оболочки, 10ିଶ м 0 0,42056 0,67818 0,72243 

Векторная 

Точка (1): 
 ሺ0;  0ሻ 

𝜎௧௧
஻ 158,61 158,61 158,61 158,61 

𝜎௧௧
ு –158,33 –158,33 –158,33 –158,33 

Точка (2): 
ሺ0; 𝜋ሻ 

𝜎௧௧
஻ 158,61 158,61 158,61 158,61 

𝜎௧௧
ு –158,33 –158,33 –158,33 –158,33 

Смещение оболочки, 10ିଶ м 0,00 1,00 10,00 20,00 

 
Заключение 

В заключении следует подчеркнуть значимость предложенного алгоритма ко-
нечно-элементного исследования для более точного моделирования процессов дефор-
маций при определении НДС тонкостенных конструкций. Алгоритм учитывает дефор-
мации поперечного сдвига и предлагает улучшенный метод отсчета угла поворота нор-
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мали от ее деформированного состояния с использованием векторной аппроксимации 
полей перемещений. 

Результаты численных экспериментов, представленные в таблицах 1 и 2, демон-
стрируют высокую эффективность предложенного алгоритма. Векторная аппроксима-
ция угловых перемещений при учете угла поворота нормали от ее деформированного 
состояния обеспечивает сходимость вычислительного процесса и равенство напряже-
ний в контролируемых точках при различных смещениях оболочки. 

Анализ результатов подчеркивает преимущества векторной аппроксимации при 
учете смещения оболочки как абсолютно твердого тела. Даже при небольшом количе-
стве элементов дискретизации достигается высокая точность результатов, что делает 
предложенный метод перспективным в области строительной механики и численного 
моделирования. Полученные выводы подтверждают эффективность алгоритма и обо-
значают направления для дальнейших исследований в данной области. 
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Abstract. The study is devoted to the numerical analysis of the stress-strain state (SSS) of an 

elliptical cylinder under the influence of a linearly distributed load under various support conditions. 
The paper presents two algorithms for the finite element study of the stress-strain state of an elliptical 
cylinder: when measuring the angle of rotation of the normal from its initial and deformed states. 

The results of numerical experiments emphasize the importance of taking account of the 
transverse shear deformations and demonstrate that the option of measuring the rotation angle of the 
normal from its deformed state provides high accuracy with a limited number of sampling elements. 
The developed algorithm with vector approximation of displacement fields successfully solves the 
problem of taking account of the displacement of a shell as an absolutely rigid body, providing a 
promising solution in the field of structural mechanics and numerical modeling. 

Keywords: Timoshenko deformation theory, elliptic cylinder, normal rotation angle, scalar 
approximation, vector approximation, finite element method. 
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