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Аннотация. Дифференциальные уравнения и связанные с ними краевые задачи находят 

самые различные приложения в задачах квантовой механики, механики сплошных сред и самой 
математики. В данных задачах основным является вопрос спектрального анализа дифференци-
альных операторов, ибо их спектр имеет конкретный прикладной и физический смысл. Соглас-
но теореме Планшереля преобразование Фурье однозначно продолжается до унитарного отоб-
ражения пространства 𝐿ଶሺ𝑅௡ሻ на 𝐿ଶሺ𝑅௡ሻ. В более общем случае применение соответствующих 
интегральных операторов Фурье в качестве преобразования подобия дает возможность приво-
дить псевдодифференциальные операторы к более простому виду. В данной работе рассматри-
вается вопрос унитарного интегрального представления дифференциальных операторов, име-
ющих самые различные приложения в задачах квантовой механики, математической физики. В 
некоторых случаях задача исследования спектральных свойств гамильтонианов квантовой ме-
ханики их интегральное представление обладает рядом преимуществ.  

Ключевые слова: дифференциальный оператор, преобразование Фурье, оператор 
Лапласа, интегральный оператор, ядро оператора, гамильтониан, дельта-функция. 
 

 
Введение 

В работе рассматривается дифференциальный оператор 𝐴, порождаемый равен-
ством  

𝐴𝑓ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ ൌ െ ෍ 𝐶௞

௡

௞ୀଵ

∆௞𝑓ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ ൅ 

                                         ൅𝒰ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ𝑓ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ,                                 ሺ1ሻ 
в котором ∆௞ есть оператор Лапласа по координатам трехмерного вектора  
𝑥⃗௞ ൌ ሺ𝑥௞ଵ, 𝑥௞ଶ, 𝑥௞ଷሻ, 𝐶௜ – постоянные,  𝒰ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ – функция, заданная на 𝑅௡. Об-
ласть определения оператора приведенного зависит от конкретной рассматриваемой 
задачи и вполне понятно, что оператор 𝐴 определен на множестве дважды непрерывно 
дифференцируемых функций 𝑓ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ по каждой компоненте 𝑥௞௝ вектора 
𝑥⃗௞, 𝑘 ൌ 1, 2, … , 𝑛; 𝑗 ൌ 1, 2, 3. Второе слагаемое в (1) задает оператор умножения на 
функцию. Хотя данный дифференциальный оператор имеет не совсем общий вид, тем 
не менее он имеет самые различные приложения в задачах квантовой механики и мате-
матики [1–8]. 

Рассмотрим для удобства изложения 3𝑛–мерный вектор 
𝑋 ൌ ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ. 

После принятого обозначения оператор 𝐴 можно записать в компактном виде  

                         𝐴𝑓ሺ𝑋ሻ ൌ െ ෍ 𝐶௞

௡

௞ୀଵ

∆௞𝑓ሺ𝑋ሻ ൅ 𝒰ሺ𝑋ሻ𝑓ሺ𝑋ሻ.                                  ሺ2ሻ 
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 В конкретном частном случае, когда оператор A рассматривается как гамильто-
ниан квантовой механической системы из 𝑛 частиц с массами 𝑚௞, вектор 𝑥⃗௞ является 
радиус-вектором k-той частицы системы, постоянные 𝐶௞ ൌ 1 2𝑚௞⁄  и  оператор (1) явля-
ется оператором энергии этой системы. Функция 𝒰 ൌ 𝒰ሺ𝑋ሻ задает суммарно взаимо-
действие частиц системы и воздействие внешних полей, влияющих на динамику систе-
мы, а функция 𝑓 ൌ 𝑓ሺ𝑋ሻ есть волновая функция системы [1; 4].  
 Ограничимся более конкретным случаем оператора (1), когда оператор умноже-
ния на функцию в нем имеет вид: 

                 𝒰ሺ𝑋ሻ𝑓ሺ𝑋ሻ ൌ ቎෍ 𝒰௞௝

௡

௞ழ௝

൫𝑥⃗௞ െ 𝑥⃗௝൯ ൅ ෍ 𝑉௞ሺ𝑥⃗௞ሻ
௡

௞ୀଵ

቏ 𝑓ሺ𝑋ሻ.                       ሺ3ሻ 

Условия существования преобразования Фурье известны и приводятся в различ-
ных источниках [3–7], поэтому они здесь не приводятся, и в дальнейшем предполагает-
ся, что существуют преобразования Фурье в пространстве 𝑅ଷ௡ функции 𝑓 и ее частных 
производных второго порядка, а также всех функций, входящих в выражение операто-
ра, порождающих его. 
 Преобразование Фурье 𝐹 искомого оператора 𝐴 обозначим символом 𝐴 ,෢ опреде-
ляется оно естественным образом согласно формуле  

𝐴መ𝑓መሺ𝑃ሻ ൌ 𝐹ሾ𝐴𝑓ሿሺ𝑃ሻ,                                            
где 𝑃 ൌ ሺ𝑝⃗ଵ, 𝑝ଶ, … , 𝑝௡ሻ, 𝑝௜𝜖𝑅ଷ  и  𝑓መ ൌ 𝐹ሾ𝑓ሿ есть образ Фурье функции 𝑓. Согласно тео-
реме Фурье–Планшереля  преобразование Фурье, задаваемое приведенным выше эле-
ментарным равенством, расширяется на все пространство 𝐿ଶሺ𝑅௡ሻ. Заметим, что в силу 
унитарности оператора Фурье–Планшереля обратное преобразование Фурье совпадает 
с сопряженным [3–4]. 

Преобразование Фурье имеет различные приложения к исследованию диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, в частности в вопросах построения их 
фундаментальных решений. Оно имеет самые широкие приложения и к теории кванто-
вых полей, которая появилась в результате попытки соединения квантовой механики и 
специальной теории относительности в квантовом обобщении моделей электромагнит-
ных явлений. В силу этого обстоятельства теория поля используется для построения 
моделей многих физических систем и процессов, в которых участвуют элементарные 
частицы. Математические модели подобных физических систем содержат дифференци-
альные операторы, уравнения в частных производных. 

Интегральное представление оператора и его обоснование. В силу того, что 
преобразование Фурье произведения двух функций равно свертке образов Фурье этих 
функций, образ Фурье исходного оператора умножения на функцию является инте-
гральным оператором. Вполне понятно то обстоятельство, что всякий оператор умно-
жения на функцию можно представить в виде интегрального оператора, если привлечь 
аппарат обобщенных функций Дирака. Поэтому оператор 𝐴መ можно рассматривать как 
интегральный с соответствующим  ему ядром 

𝐾ሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ 𝐾ሺ𝑝⃗ଵ, 𝑝ଶ, … , 𝑝⃗௡;  𝑞⃗ଵ, 𝑞⃗ଶ, … , 𝑞⃗௡ሻ. 
Из всего вышеизложенного следует, что интерес представляет унитарное инте-

гральное представление вида 

𝐴መ𝑔ሺ𝑃ሻ ൌ න 𝐾ሺ𝑃, 𝑄ሻ

 

ோయ೙

𝑔ሺ𝑄ሻ𝑑𝑄.                                       
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 Теорема. Пусть искомый дифференциальный оператор 𝐴 порождается равен-
ствами (1)–(3), для функций 𝒰௞௝ и 𝑉௞ существуют их образы Фурье 𝒰෠௞௝ и 𝑉௞෢ в про-
странстве 𝐿ଶሺ𝑅ଷሻ. Тогда для ядра 𝐾ሺ𝑃, 𝑄ሻ оператора 𝐴መ справедливо представление  

𝐾ሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ ൭෍ 𝐶௞|𝑞⃗௞|ଶ

௡

௞ୀଵ

൱ ෑ 𝛿ሺ𝑝⃗௞ െ 𝑞⃗௞ሻ
௡

௞ୀଵ

൅ 

൅ ∑ 𝒰෠௞௝
௡
௞ழ௝ ቀ

௣ೖି௣⃗ೕି௤ሬ⃗ ೖା௤ሬ⃗ ೕ

ଶ
ቁ 𝛿൫𝑝⃗௞ ൅ 𝑝௝ െ 𝑞⃗௞ െ 𝑞⃗௝൯ ∏ 𝛿ሺ𝑝⃗௠ െ 𝑞⃗௠ሻ௡

௠ஷ௞ ൅         (4) 

                               ൅ ∑ 𝑉௞෢ሺ𝑝⃗௞ െ 𝑞⃗௞ሻ௡
௞ୀଵ ∏ 𝛿ሺ𝑝⃗௠ െ 𝑞⃗௠ሻ௡

௠ஷ௞ .                                              
Доказательство. 1) В случае абсолютной интегрируемости функции и ее произ-

водных 𝜑ˊሺ𝑥ሻ и  𝜑ˊˊሺ𝑥ሻ на каждом конечном интервале имеет место известная  формула  
                                        𝐹ൣ𝜑ˊˊ൧ሺ𝑝ሻ ൌ െ𝑝ଶ𝜑ොሺ𝑝ሻ, 𝑝𝜖𝑅ଵ,                                          (5) 

где 𝐹 – унитарный оператор преобразования Фурье, а 𝜑ො ൌ 𝐹ሾ𝜑ሿ. 
 Согласно (5) в случае функции трех переменных 𝜓 ൌ 𝜓ሺ𝑥⃗ሻ  при выполнении 
аналогичных соответствующих условий  справедлива формула  

                                          𝐹 ൤డమట

డ௫ೕ
మ൨ ൌ െ𝑝௝

ଶ𝜓෠ሺ𝑝⃗ሻ, 𝑗 ൌ 1,2,3                                         (6) 

𝑥⃗ ൌ ሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷሻ, 𝑝 ൌ ሺ𝑝ଵ, 𝑝ଶ, 𝑝ଷሻ, 𝑥௝, 𝑝௝𝜖𝑅ଵ. 
Опираясь на последнее соотношение (6), можно обосновать справедливость формулы 

                                     𝐹ሾെ∆𝜓ሿሺ𝑝⃗ሻ ൌ |𝑝⃗|ଶ𝜓෠ሺ𝑝⃗ሻ, 𝑝𝜖𝑅ଷ.                                           (7) 
 Рассмотрим теперь более общий случай преобразования Фурье в пространстве 
𝑅ଷ௡. Для удобства изложения дальнейшего материала примем следующие обозначения:  

𝑋 ൌ ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ, 𝑥⃗௜𝜖𝑅ଷ; 
𝑃 ൌ ሺ𝑝⃗ଵ, 𝑝ଶ, … , 𝑝௡ሻ, 𝑝௜𝜖𝑅ଷ; 
𝑄 ൌ ሺ𝑞⃗ଵ, 𝑞⃗ଶ, … , 𝑞⃗௡ሻ, 𝑞⃗௡𝜖𝑅ଷ. 

Если функция  𝑓 ൌ 𝑓ሺ𝑋ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ и выполняются необходимые усло-
вия, то формула (7) приводит нас к соотношению  

                                   𝐹ሾെ ∑ 𝐶௞
௡
௞ୀଵ ∆௞𝑓ሺ𝑋ሻሿ ൌ ሾ∑ 𝐶௞|𝑝⃗௞|ଶ௡

௞ୀଵ ሿ𝑓መሺ𝑃ሻ,                  (8) 
где ∆௞ есть стандартный оператор Лапласа по координатам вектора  

𝑝⃗௞ ൌ ሺ𝑝௞ଵ, 𝑝௞ଶ, 𝑝௞ଷሻ. 
Обозначим через  𝐴መଵ оператор умножения, действующий по закону  

𝐴መଵ𝑔ሺ𝑃ሻ ൌ ൥෍ 𝐶௞|𝑝⃗௞|ଶ

௡

௞ୀଵ

൩ 𝑔ሺ𝑃ሻ. 

Используя обобщенную дельта-функцию Дирака, введенный оператор можно 
представить в интегральной форме 

                      𝐴መଵ𝑔ሺ𝑃ሻ ൌ ׬ ሾ∑ 𝐶௞|𝑞⃗௞|ଶ௡
௞ୀଵ ሿ

ோయ೙ 𝛿ሺ𝑃 െ 𝑄ሻ𝑔ሺ𝑄ሻ𝑑𝑄,                              (9) 
где 

𝛿ሺ𝑃 െ 𝑄ሻ ൌ ෑ 𝛿ሺ𝑝⃗௞ െ 𝑞⃗௞ሻ
௡

௞ୀଵ

и   𝑑𝑄 ൌ ෑ 𝑑𝑞⃗௞

௡

௞ୀଵ

. 

Вполне очевидно, что ядро 𝐴መଵሺ𝑃, 𝑄ሻ оператора 𝐴መଵ имеет вид  
                           𝐴መଵሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ ሾ∑ 𝐶௞|𝑞⃗௞|ଶ௡

௞ୀଵ ሿ ∏ 𝛿ሺ𝑝⃗௞ െ 𝑞⃗௞ሻ.௡
௞ୀଵ                          (10)  

2) Преобразование Фурье является линейным преобразованием, поэтому для 
любой функции  

𝑓௡ ൌ 𝑓ሺ𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ, … , 𝑥⃗௡ሻ 
при выполнении осуществимости проводимых преобразований справедлива формула  
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                𝐹 ቎෍ 𝒰௞௝

௡

௞ழ௝

൫𝑥⃗௞ െ 𝑥⃗௝൯𝑓ሺ𝑋ሻ቏ ൌ ቐ෍ 𝐹ൣ𝒰௞௝൧
ଷ௡

௡

௞ழ௝

ቑ ሺ𝑃ሻ ∗ 𝑓መሺ𝑃ሻ,                               ሺ11ሻ 

где 𝐹ൣ𝒰௞௝൧
ଷ௡

 есть преобразование Фурье функции 𝒰௞௝ ൌ 𝒰௞௝ሺ𝑥⃗௞ െ 𝑥⃗௝ሻ в пространстве 

𝑅ଷ௡, а ∗ – операция свертки функций.  
В силу того, что преобразование подобия Фурье по определению задается равен-

ством  

𝐹ൣ𝒰௞௝൧
ଷ௡

ൌ න 𝒰௞௝൫𝑥⃗௞ െ 𝑥⃗௝൯

 

ோయ೙

𝑒௜ ∑ ሺ௣⃗೘,௫⃗೘ሻ೙
೘సభ ෑ 𝑑𝑥⃗௜

௡

௠ୀଵ

, 

имеет место соотношение                  

               𝐹ൣ𝒰௞௝൧
ଷ௡

ൌ 𝐹ൣ𝒰௞௝൧
଺

∙ ∏ ׬ 𝑒௜ሺ௣⃗೘,௤ሬ⃗ ೘ሻ𝑑𝑞⃗௠ோయ೙ ,௡
௠ஷ௞,௝                               (12) 

где 

                   𝐹ൣ𝒰௞௝൧
଺

ൌ ׬ 𝒰௞௝൫𝑥⃗௞ െ 𝑥⃗௝൯ோల 𝑒௜ൣሺ௣⃗ೖ,௫⃗ೖሻା൫௣⃗ೕ,௫⃗ೕ൯൧𝑑𝑥⃗௞𝑑𝑥⃗௝.                   (13) 

Произведя преобразование переменных 𝑥⃗௞ и 𝑥⃗௝ в интеграле (13) по закону  

𝜉 ൌ 𝑥⃗௞ െ 𝑥⃗௝, 𝜂 ൌ 𝑥⃗௞ ൅ 𝑥⃗௝, 
мы придем к равенству  

               𝐹ൣ𝒰௞௝൧
଺

ൌ ଵ

଼
׬ 𝒰௞௝൫𝜉൯𝑒௜ቀ൫௣⃗ೖି௣⃗ೕ൯ ଶ⁄ ,కሬ⃗ ቁ𝑑𝜉 ׬ 𝑒௜൫൫௣⃗ೖା௣⃗ೕ൯ ଶ⁄ ,ఎሬሬ⃗ ൯𝑑𝜂ோయோయ .           (14) 

Как известно, образ Фурье постоянной единицы есть функция Дирака, т. е.  

׬ 1 ∙ 𝑒௜ሺ௣⃗೘,௤ሬ⃗ ೘ሻ𝑑𝑞⃗௠ோయ ൌ 𝛿ሺ𝑝⃗௠ሻ. 
В силу данного равенства из соотношения (14) мы имеем, что  

                𝐹ൣ𝒰௞௝൧
଺

൫𝑝௞, 𝑝௝൯ ൌ ଵ

଼
𝒰෠௞௝൫൫𝑝௞ െ 𝑝௝൯ 2⁄ ൯𝛿൫൫𝑝௞ ൅ 𝑝௝൯ 2⁄ ൯,                  (15) 

где 𝒰෠௞௝ есть преобразование Фурье 𝒰௞௝ ൌ 𝒰௞௝ሺ𝑥⃗ଵሻ в 𝑅ଷ. 
Согласно полученной формуле (15) равенство (12) можно записать в следующем 

виде: 

              𝐹ൣ𝒰௞௝൧
ଷ௡

ሺ𝑃ሻ ൌ ଵ

଼
𝒰෠௞௝ ቀ

௣⃗ೖି௣⃗ೕ

ଶ
ቁ 𝛿 ቀ

௣⃗ೖା௣⃗ೕ

ଶ
ቁ ∏ ׬ 𝛿ሺ𝑝⃗௠ሻ

ோయ೙ .௡
௠ஷ௞,௝                (16) 

Поэтому в силу (11) приходим к равенству 

𝐹 ቎෍ 𝒰௞௝

௡

௞ழ௝

൫𝑥⃗௞ െ 𝑥⃗௝൯𝑓ሺ𝑋ሻ቏ ሺ𝑃ሻ ൌ    න
1
8

𝒰෠௞௝ ቆ
𝑝⃗௞ െ 𝑝௝ െ 𝑞⃗௞ ൅ 𝑞⃗௝

2
ቇ

ோయ೙

  ∙ 

                   ∙ 𝛿 ቆ
𝑝⃗௞ ൅ 𝑝௝ െ 𝑞⃗௞ െ 𝑞⃗௝

2
ቇ

∙ ෑ 𝛿ሺ𝑝⃗௠ െ 𝑞⃗௠ሻ
௡

௠ஷ௞,௝

𝑓መሺ𝑄ሻ𝑑𝑄.                                                                               ሺ17ሻ 

Введем в рассмотрение оператор 𝐴መଶ, задаваемый равенством (17), его правой ча-
стью. Вполне очевидно, что его ядро 𝐴መଶሺ𝑃, 𝑄ሻ есть функция  

𝐴መଶሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ
1
8

𝒰෠௞௝ ቆ
𝑝⃗௞ െ 𝑝௝ െ 𝑞⃗௞ ൅ 𝑞⃗௝

2
ቇ  ∙ 

                                  ∙ 𝛿൫𝑝௞ ൅ 𝑝௝ െ 𝑞⃗௞ െ 𝑞⃗௝൯ ∏ 𝛿ሺ𝑝⃗௠ െ 𝑞⃗௠ሻ.௡
௠ஷ௞                           (18) 

 3) Определим теперь преобразование Фурье 𝐴መଷ оператора  
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𝐴ଷ𝑓ሺ𝑋ሻ ൌ ෍ 𝑉௞ሺ𝑥⃗ሻ
௡

௞ୀଵ

𝑓ሺ𝑋ሻ. 

Поскольку образ Фурье произведения двух функций есть свертка образов Фурье 
сомножителей, то 

𝐹ሾ𝐴ଷ𝑓ሿଷ௡ ൌ 𝐹 ൥෍ 𝑉௞

௡

௞ୀଵ

൩ ∗ 𝑓መ 

или  

𝐹ሾ𝐴ଷ𝑓ሿଷ௡ ൌ ൝෍ 𝐹ሾ𝑉௞ሿଷ௡

௡

௞ୀଵ

ൡ ∗ 𝑓መ. 

Расписав в сумме из правой части полученного равенства преобразование 
Фурье, мы придем к равенству 

𝐹ሾ𝐴ଷ𝑓ሿଷ௡ ൌ ൝෍ 𝐹ሾ𝑉௞ሿଷ ෑ 𝛿௠

௡

௠ஷ௞

௡

௞ୀଵ

ൡ ∗ 𝑓መ 

где 𝛿௠ ൌ 𝛿ሺ𝑝⃗௠ሻ – функция Дирака. Следовательно, если 𝑉௞෢ есть образ Фурье функции 
𝑉௞ в 𝑅ଷ, то предыдущее равенство по определению свертки двух функций принимает 
вид 

             𝐴መଷ𝑓መ ൌ ׬ ൣ∑  𝑉௞෢ሺ𝑝⃗௞ െ 𝑞⃗௞ሻ ∏ 𝛿ሺ𝑝⃗௠ െ 𝑞⃗௠ሻ௡
௠ஷ௞

௡
௞ୀଵ ൧𝑓መሺ𝑄ሻ𝑑𝑄ோయ೙ .                (19) 

Само ядро 𝐴መଷሺ𝑃, 𝑄ሻ интегрального оператора 𝐴መଷ согласно полученному равен-
ству (19) есть функция 

                       𝐴መଷሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ ∑ ൣ𝑉௞෢ሺ𝑝⃗௞ െ 𝑞⃗௞ሻ ∏ 𝛿ሺ𝑝⃗௠ െ 𝑞⃗௠ሻ௡
௠ஷ௞ ൧௡

௞ୀଵ .                   (20) 
4) Согласно определению введенных операторов  𝐴௜ выполняется равенство 

                                                      𝐴መ ൌ 𝐴መଵ ൅ 𝐴መଶ ൅ 𝐴መଷ, 
из которого следует функциональное равенство 

𝐾ሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ 𝐴መଵሺ𝑃, 𝑄ሻ ൅ 𝐴መଶሺ𝑃, 𝑄ሻ ൅ 𝐴መଷሺ𝑃, 𝑄ሻ. 
Последнее равенство в силу соотношений (10), (18), (20) означает, что действи-

тельно имеет место требуемое соотношение (4). 
Теорема доказана.  

Заключение 
В работе получено интегральное унитарное представление дифференциального 

оператора, имеющего самые разные приложения в задачах математической и теорети-
ческой физики, квантовой механики. При этом от функциональных коэффициентов, 
входящих в дифференциальный оператор и порождающих его, требуется лишь суще-
ствование их образов Фурье. Это позволяет приложить полученное интегральное пред-
ставление к решению различных задач, в которых возникает проблема исследования 
спектральных характеристик подобных операторов при тех или иных ограничениях. 
Для интегральных операторов их изолированные собственные значения являются по-
люсами резольвент, а это в некоторых случаях существенно упрощает их определение 
и исследование. 
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Abstract. Differential equations and related boundary value problems find a variety of appli-
cations in the problems of quantum mechanics, continuum mechanics and mathematics itself. In these 
problems, the main issue is the spectral analysis of differential operators, since their spectrum has a 
specific applied and physical meaning. According to Plancherel's theorem, the Fourier transform 
uniquely continues to a unitary mapping of the space L2(Rn) onto L2(Rn). In a more general case, the 
use of the corresponding Fourier integral operators as a similarity transformation makes it possible to 
reduce pseudodifferential operators to a simpler form. This paper examines the issue of a unitary inte-
gral representation of differential operators that have a variety of applications in the problems of quan-
tum mechanics and mathematical physics. In some cases, the problem of studying the spectral proper-
ties of Hamiltonians of quantum mechanics, their integral representation has a number of advantages. 
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