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В статье рассматривается краевая задача с граничным управлением для уравнения коле-
баний тонкой пластины. Известно, что многие практические задачи описываются уравнением 
колебаний тонкой пластины, но проблемы управляемости этим уравнением мало изучались. 
Один из таких вопросов поднят в статье. После определения управляемости, с помощью введе-
ния вспомогательной краевой задачи и с использованием результатов теоремы Хана–Банаха 
доказана управляемость рассматриваемой системы. 
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решение, управляемость, наблюдаемость. 
 

Введение 
Известно, что ряд процессов физики и техники описывается дифференциальны-

ми уравнениями с частными производными четвертого порядка. Например, уравнения 
колебаний стержня, камертона, упругой пластины, тонкой пластины и т. д. являются 
такими уравнениями [1; 2]. Поэтому исследования задач оптимального управления и 
управляемости в процессах, описываемых такими уравнениями, – это важные задачи 
[3]. Когда управляющие функции являются граничными функциями, изучение задач 
управления слишком усложняется. Но отметим, что задача граничного управления с 
теоретической и практической точек зрения более естественна по сравнению с задача-
ми с распределенными управлениями. 

Отметим, что в работах [4; 7] освещены некоторые близкие задачи управления. 
А именно, в [4] рассмотрена задача точной управляемости трехмерной линейно-
упругой тонкой пластины с управлением на границе и внутри пластины, в [5] – задача 
управления поперечными колебаниями тонкой пластины (управляющие воздействия 
применяются к границе пластины, которая заполняет некоторую ограниченную область 
на плоскости), а в [6; 7] изучена задача граничного оптимального управления для ли-
нейного уравнения колебаний тонкой пластины, доказана теорема существования и 
единственности оптимального управления. 

Следует отметить, что в последнее время задача управляемости колебаний пла-
стин интенсивно исследуется [8; 13]. 

В рассмотренной работе исследуется одна задача управляемости для уравнения 
колебаний тонкой пластины. 

 
Постановка задачи 

Пусть управляемый процесс описывается уравнением колебаний тонкой пласти-
ны: 
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Слабое решение этой задачи определяется с помощью транспонирования [3]: 
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Определение. Система, состояние которой определяется как решение задачи 
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Тогда, применяя формулы интегрирования по частям и используя условия (6), 
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Используя (4), из (8) получаем 
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Тогда из уравнения (5) и из условий (7), (9) в силу результатов из [15] следует, 
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Теорема доказана. 
Чтобы все выше сделанные преобразования были законными, надо сначала 
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провести указанные преобразования для гладких решений соответствующих сглажен-
ных краевых задач, а затем перейти к пределу по параметру сглаживания и прийти к 
требуемым соотношениям для слабых решений краевых задач [16]. Мы подразумеваем, 
что при проведении выше сделанных преобразований такая процедура уже выполнена.  
 

Вывод 
Рассматриваемая система (1)–(3) является управляемой. 
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In this paper, we consider a boundary-value problem with boundary control for the oscillation 
of the thin-plate equation. It is known that many practical problems are described by the equation of 
oscillation of a thin plate, but the controllability problems with this equation have almost never been 
studied. One of these questions is investigated in the present work. After the determination of the con-
trollability, by introducing an auxiliary boundary value problem and using the result of the Han–
Banach theorem, the controllability of the system under consideration is proved. 
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