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В работе для уравнения колебания стержня исследуется смешанная задача, содержащая в 
нераспадающихся граничных условиях производные по времени. Смешанной задаче сопостав-
лены спектральная задача для двучленного уравнения 4-го порядка с несоизмеримыми степе-
нями параметра в граничных условиях и задача Коши для уравнения 2-го порядка со спек-
тральным параметром относительно переменной времени. Найдено явное представление сме-
шанной задачи в виде полного интегрального вычета от решений спектральной задачи и задачи 
Коши. При определенных условиях доказано существование классического решения изучаемой 
смешанной задачи. 
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Введение и постановка задачи 
 

Рассмотрим смешанную задачу для уравнения колебаний неоднородного стержня 
[1] 
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где  txf , – неоднородная часть уравнения (1), определяющая внешнее воздействие 

на стержень, достаточно гладкая функция по обеим переменным;    xx 10 ,   – функ-

ции, определяющие начальное положение оси стержня, достаточно гладкие. 
Решением смешанной задачи (1)–(3) является функция  txu , , если она непрерыв-

на по совокупности переменных x и t, где    Ttx ,0,1,0   и удовлетворяет следую-
щим условиям: 
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3)  txu ,  удовлетворяет уравнению (1), начальным (2) и краевым (3) условиям. 
Как известно, при решении смешанной задачи (1)–(3) можно использовать метод 

преобразования Лапласа [2–5, 8]. Согласно этому методу на поставленную задачу (1)–

(3) действует оператор  
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0Re   . После изучения полученной спектральной задачи применяется обратное 
преобразование Лапласа. Но описанная процедура нахождения классического решения 
смешанной задачи (1)–(2) приводит к громоздким аналитическим вычислениям. 

Применим легко проверяемую и эффективную схему [6], не использующую тех-
нику метода преобразования Лапласа, что было успешно реализовано при исследова-
нии решений смешанной задачи для волнового уравнения с производным 3-го порядка 
по времени в одном из граничных условий [7]. 

 
Решение смешанной задачи (1)–(3) 

 

Согласно [6] смешанной задаче (1)–(3) сопоставляются две вспомогательные за-
дачи: 

1) спектральная задача нахождения решения обыкновенного дифференциального 
уравнения 
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2) задача Коши для уравнения 
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Единственное решение задачи (4)–(5) можно представить в виде 
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  ,W  – определитель Вронского от системы (11),   ,4kW  – алгебраическое допол-

нение элемента  k,4  в определителе   ,W : 
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Корни определителя    являются полюсами функции Грина спектральной зада-

чи (4)–(5). В работе [11] непосредственным вычислением найдено выражение для   : 
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В [11] доказано, что осями  -плоскости и биссектрисами координатных углов вся 
плоскость комплексного параметра   разбивается на 8 секторов. Если из  -плоскости 
выбросить внутренности малых кругов  vK   радиуса   с центрами в нулях   , то в 

оставшейся части в каждом из секторов плоскости выполняется соотношение 
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Как и в приведенной схеме в работе [7], вне малых окрестностей собственных значений 
имеет место и такая оценка 
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Эти соотношения показывают, что спектральная задача (4)–(5) регулярна [6]. 
Следовательно, для всякой непрерывной функции  xh  имеет место формула разложе-
ния 
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где vC  – простой замкнутый контур, окружающий только один из корней   , и сум-

ма по v  распространена на все полюсы функции Грина.  
Нетрудно установить, что решение задачи Коши (6)–(7) представляется в виде  
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Теорема. Предположим, что выполняются следующие условия: 
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3)  txf ,  при всех  1,0x  дважды непрерывно дифференцируема по t  в интер-
вале  T,0  и имеет непрерывную производную до четвертого порядка включительно по 

 1,0x  при всех  Tt ,0 . 
Тогда существует единственное решение смешанной задачи (1)–(3), представлен-

ное в виде полного интегрального вычета 
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n txutxu . (19) 

Обозначим n
n

nn
n

nnn fCBA 12120
1

,
1

,


 ,  

где     
1

0
00 ,,  dxG nn ,     

1

0
11 ,,  dxG nn ,     .,sin

0

2
1  

t

nn dftf   

Тогда из оценки   nnnn CBAtxu ,  получим, что ряд 





1n
nnn CBA  является 

мажорантом написанного выше ряда и 
   

2,0;4,0,
,,

1















mk

tx

txu

tx

txu

n
mk

mk

mk

mk

. 

Следовательно, имеет место эквивалентное соотношение 

 













1
~

,

n
nnn

mk
nmk

mk

CBA
tx

txu  . 

Дифференцировать два раза по t , четыре раза по x  возможно, если ряды в пра-
вых частях последнего соотношения будут сходиться равномерно. Поэтому для реше-
ния  txu ,  достаточно потребовать, чтобы функция  x0  имела непрерывные произ-

водные до 6-го порядка включительно, производные до 5-го порядка на концах интер-
вала  1,0  обращались в нуль, а функция  x1  имела производные до 5-го порядка и 
обращалась в нуль на концах интервала как сама, так и её производные до 4-го порядка. 
Подобным образом проверяются достаточные условия (3) на функции  txf , . Един-

ственность решения  txu ,  получается непосредственно из (18). Теорема доказана. 
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Заключение 
 

Исследование доказало, что изучаемая смешанная задача для уравнения колеба-
ния стержня, содержащая в граничных условиях производные по времени первого и 
второго порядков на правом конце двух нераспадающихся краевых условий, при опре-
делённых условиях имеет классическое решение. Это решение представлено в виде 
полного интегрального вычета и выражено через решения построенных специальным 
образом спектральной задачи и задачи Коши. Оно является практически легко приме-
нимым и относительно эффективным разложением, не использующим техники класси-
ческих методов интегральных преобразований, обобщенного метода Фурье, а также 
метода характеристики. 
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The paper considers the equation of the vibration of a rod, a mixed problem containing time de-

rivatives in non-decaying boundary conditions. The mixed problem is associated with a spectral prob-
lem for a 4th order two-term equation with incommensurable powers of the parameter in the boundary 
conditions and Cauchy problem for a second-order equation with a spectral parameter with respect to 
the time variable. Explicit representation of the mixed problem in the form of a complete integral resi-
due from the solutions of the spectral problem and Cauchy problem is found. Under certain conditions 
on the function of external influence and the functions which determine the initial position of the axis 
of the rod the existence of a classical solution of the mixed problem has been proved. 
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