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Аннотация. В статье рассмотрена задача управления колебаниями струны, когда для 

любого момента времени положение левого и правого конца струны связано линейно с поло-
жением струны в наперед заданных, соответственно, двух произвольных внутренних точках 
струны. Приведена математическая формулировка задачи. Доказаны существование и един-
ственность граничных управлений, переводящих струну из заданного начального состояния в 
наперед заданное конечное состояние. Необходимым и достаточным условием этого является 
равенство времени конечного состояния длине струны. Сами управления выписаны в явном 
виде. Показано, что вид граничных управлений существенно зависит от взаимного расположе-
ния заданных точек. Для достижения поставленной цели использовались метод распространя-
ющихся волн и метод продолжения. 

Ключевые слова: уравнения колебания струны, задача Коши, нелокальные условия, 
граничные управления, регулярное решение, начальные данные. 
 

Введение 
Как правило, почти все реальные объекты управления можно рассматривать как 

объекты с распределенными параметрами. Задачи управления такого рода объектами 
важны и интересны уже с той точки зрения, что они возникают в самых различных об-
ластях современного естествознания. Но если естественные науки изучают природу со-
ответствующих полей (физических, биологических, химических и т. д) и дают этим по-
лям математическое описание, то наука об управлении должна решать проблемы, свя-
занные с управлением этими полями, и устанавливать принципы управления ими. При-
ведем лишь некоторые примеры: управление волновыми распределенными процессами 
на примере поршневых и компрессорных установок, оптимальное управление нагревом 
в проходных печах, управление тепло-диффузионными процессами в массивных телах, 
управление плазмой и т. д. Теории управления процессами, которая описывается урав-
нениями с частными производными, посвящено большое число работ. Достаточно мно-
го постановок задач управления системами с распределенными параметрами и различ-
ных методов их решения приведены в монографиях [1–2]. Также там имеется обширная 
библиография работ, посвященных этой тематике.  

Активный интерес к задачам управления гиперболическими системами возобно-
вился в конце прошлого столетия, а именно с выходом в 1999 году работы В.А. Ильина 
в соавторстве с В.В. Тихомировым [3]. Далее появился цикл работ В.А. Ильина, 
Е.И. Моисеева и их учеников, посвященных задачам граничного управления для мо-
дельных гиперболических уравнений. Исследованию нелокальных задач граничного 
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управления для уравнения колебания струны посвящены работы [7–13]. Задаче гранич-
ного управления для нагруженных гиперболических уравнений колебания струны по-
священы работы [14–15]. 

В данной работе ставится задача граничного управления для уравнения колеба-
ния струны с заданными линейными локальными смещениями на левом и правом кон-
цах струны. Новизна заключается в том, что метод продолжения начальных данных, 
заданных в начальный момент времени, осуществляется не за счет граничных условий, 
а за счет начальных данных, заданных в финальный момент времени. Доказаны суще-
ствование и единственность граничных управлений, а сами управления выписаны в яв-
ном аналитическом виде. 

 
Постановка задачи 

Объектом исследования в данной работе является одномерное волновое уравне-
ние  

0 ttxx uu ,      (1) 

которое рассматривается в прямоугольной области Ttlxtx  0,0:, , где l  и – 

T  произвольные действительные числа, связанные соотношением rlT  , lr 0 .  
Пусть в начальный момент времени 0t  и в финальный момент времени Tt   

для точек струны заданы произвольное смещение и произвольные скорости 
, 0u x x ,  , 0tu x x ,  lx 0 ,     (2) 

1,u x T x ,  1,tu x T x ,  lx 0 .   (3) 

На левом и правом конце струны заданы следующие условия: 

10, ,u t u x t t  ,  Tt 0 ,     (4) 

2, ,u l t u x t t  ,  Tt 0 .     (5) 

Задача ставится следующим образом: Найти такие управления t  и t , ко-
торые за минимальный промежуток времени переводили бы колебательную систему 
из начального состояния (2) в заданное финальное состояние (3). 

Определение. Регулярным решением уравнения (1) будем называть любую 
функцию 2 1,u x t C C    , которая удовлетворяет уравнению (1) и одному из 
условий: (2)–(3); (2), (4), (5); (3), (4), (5). 

Вследствие этого будем предполагать, что x , x1 JCJC 12  , x1 , 

x1 JCJC  1 , t , t ICIC 12  , где 0,J l , 0,J l , 0,I T , 

0,I T . 

 
Алгоритм нахождения t  и t  

В работе [3] было показано, что управление всеми точками струны длины l  воз-
можно только тогда, когда lT  . Причем при lT   таких управлений может быть бес-
численное множество (т. е. нет единственности). При lT  , как показано в работе [10], 
если lT

l


2
, то управлять однозначно можно, но только частью струны длиной lT 2  

и заключенной между точками , 0l T  и , 0T . При этом начальные данные задаются 
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на отрезке 0, l , а минимальное время, в течение которого осуществляется такое 
управление, равно T . 

Далее везде будем считать lT  . Известно, что любое регулярное решение урав-
нения (1) представимо в виде 

,u x t f x t g x t    ,      (6) 

где f  и g  – произвольные дважды непрерывные дифференцируемые функции. 
Разобьем область   на четыре подобласти 4321  , где 

1 , : 0 , 0x t x t l x t l        , 

2 , : 0, 0x t l x t x t l         , 

3 , : 0, 2x t l x t l x t l         , 

4 , :0 , 2x t x t l l x t l        . 

Удовлетворяя (6) условиям (2) и (3), получим значения функций xf  и xg  на 
отрезке  и их продолжения соответственно на отрезки , 0l  и , 2l l : 

cdssxxf
x

 
02

1
0

2

1

2

1
, Jx ,     (7) 

cdssxxg
x

 
02

1
0

2

1

2

1
, Jx ,     (8) 

cdsslxlxf
xl

l

 


111 2

1

2

1

2

1
, Jx ,    (9) 

cdsslxxlg
x

l

  111 2

1

2

1

2

1
, Jx .    (10) 

Из полученных соотношений для xf  и xg  сразу следует условие регулярно-
сти: 

 00 ff ,  00 ff ,  00 ff , 

 lglg ,  lglg ,  lglg . 

Удовлетворяя (7)–(10) последним условиям, получаем 
000 11  ll ,      (11) 

000 11  ll ,      (12) 

000 11  ll ,      (13) 

000 11  ll ,      (14) 

000
0

111
0

 
ll

dssldssl .   (15) 

Найдем теперь 0,u t , ,u l t , 1,u x t , 2,u x t . Не нарушая общности, будем 

предполагать, что 
2

0 1
l

x  , lx
l

 22
. Если это не так, достаточно поменять ix  на ixl  , 

1, 2i  . 
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dsstdssltltgtftu
ttl

l
 



0
111 2

1
0

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
,0 , 

1 1 1 1

0

1 1 1 1 1 1
, 0

2 2 2 2 2 2

l t t

l

u l t f l t g l t l t s ds t l s ds


            , 

1 1 1

1 1 1 2 1 1 1

3 1 1

, , 0 ,

, , , ,

, , ,

a t x t x

u x t f x t g x t a t x x t l x

a t x l x t l

 


       
   

 

где  
1

1

1 1 1 1

1 1
,

2 2

x t

x t

a t x x t x t s ds




        , 

1 1

2 1 1 1 1 1 1

0

1 1 1
, 0

2 2 2

l x t t x

l

a t x l x t t x l s ds s d
  

             , 

1

1

3 1 1 1 1 1 1

1 1
,

2 2

x t l

l x t

a t x l x t t x l s ds
 

 

          , 

1 2 2

2 2 2 2 2 2 2

3 1 2

, , 0 ,

, , , ,

, , ,

b t x t l x

u x t f x t g x t b t x l x t x

b t x x t l

  


       
  

 

где  

1 2 1 2, ,b t x a t x , 

2 2

2 2 2 1 2 1 1

0

1 1 1
, 0

2 2 2

x t t x l

l

b t x x t t x l l s ds s ds
  

             , 

3 2 3 2, ,b t x a t x . 

При 
21
l

x   или при 
22
l

x   

1

3

, , 0 ,
2 2

,
2

, , .
2 2

l l
a t t

l
u t

l l
a t t l

           
        

 

Подставляя полученные значения для 0,u t , ,u l t , 1,u x t , 2,u x t  в (4) и 
(5), получаем искомые выражения для t  и t .  

Легко проверяется, что полученные выражения для t  и t  и их первых про-
изводных удовлетворяют условиям согласования (4) и (5) при 0t  и lt  , а условия 
(11), (13) и (15) обеспечивают принадлежность t  и t  классу  12 СС . 
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Abstract. The paper considers the problem of controlling string vibrations, when for any mo-
ment of time the position of the left and right ends are linearly related to the string with two interior 
arbitrary points set in advance, respectively. The study gives a mathematical formulation of the prob-
lem. We prove the existence and uniqueness of boundary controls that transfer the string from the giv-
en initial state to the final state. A necessary and sufficient condition when the time of the final state is 
equal to the length of the string is established. It is shown that the form of boundary controls essential-
ly depends on the relative position of the given points. The controls themselves are written explicitly. 
While researching we used the wave propagation and continuation methods. 

Keywords: wave equations, Cauchy problem, nonlocal conditions, boundary controls, regular 
solution, initial data. 
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