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Аннотация. Ранее авторами был описан двухшаговый метод подсчета количества раз-

биений прямоугольной полосы с целочисленными длинами сторон на плитки размером 1×2. В 
данной статье изложен алгоритм его реализации, разработано программное обеспечение. 

Построено продолжение метода первой светлой клетки, которое упрощает вычисление 
коэффициентов прямой рекурсии. Приведены результаты вычислительных экспериментов.  
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Введение1 
Формулировка задачи 

Задача. Найти количество способов 𝑇(𝑚, 𝑛) разбиения прямоугольника 
𝑀(𝑚 × 𝑛) из 𝑚 столбцов и 𝑛 строк на прямоугольники 1×2 (плитки), каждую из кото-
рых можно уложить горизонтально или вертикально.  

Задача подсчета 𝑇(𝑚, 𝑛) эквивалентна задаче нахождения количества совершен-
ных паросочетаний в решетчатом графе. Задача нахождения количества совершенных 
паросочетаний в случае графов общего вида принадлежит классу #P-полных задач, да-
же если ограничиться двудольными графами. В 1961 г. Кастелейну [1], Темперли и 
Фишеру [2] удалось построить эффективный алгоритм для решения задачи в случае 
решетчатых графов. Интересно, что понятие полиномиального алгоритма возникло не-
сколько позже. Задача возникает в прикладных вопросах физики и химии [3–4]. Так, 
некоторые классы химических соединений успешно синтезируются только тогда, когда 
графы соединений в топологической модели молекулы имеют совершенное паросоче-
тание, а компоненты некоторых семейств соединений тем стабильнее, чем больше со-
вершенных паросочетаний содержатся в их графах. 

В ряде публикаций отмечается, что решение было получено авторами [1–2] од-
новременно и независимо (причем одним и тем же методом!) в процессе исследования 
вопросов термодинамики потоков жидкости. 

Операции с плавающей запятой затрудняют точные вычисления по следующей 
формуле Кастелейна, полученной в [1]:  

𝑇(𝑚, 𝑛)  =  2௠௡/ଶ ∏ ∏ ቀcosଶ గ௝

௠ାଵ
+ cosଶ గ௞

௡ାଵ
ቁ

భ

ర
.௡

௞ ୀ ଵ
௠
௝ ୀ ଵ     (1) 

                                                 
1 Работа выполнена при поддержке Отдела математики и информатики ДФИЦ РАН. 
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Различным аспектам задачи посвящены десятки статей (см., например, [1–16]). 
Добавим, что в [11, гл. 7] задача рассмотрена в качестве приложения производящих 
функций. Для небольших 𝑚 и 𝑛 задача была предложена на VI Всероссийской олим-
пиаде школьников по информатике [11–14]. 

Если 𝑚 и 𝑛 – нечетные, искомое разбиение не существует, поэтому будем по-
лагать, что один из этих параметров (например, 𝑚) имеет четное значение. Легко 
показать, что при 𝑚 =  2 решение задачи дается числами Фибоначчи:  
𝑇(2,0)  =  𝑇(2,1)  =  1, 𝑇(2, 𝑛)  =  𝑇(2, 𝑛 − 1) + 𝑇(2, 𝑛 − 2) при 𝑛 ≥ 2 (мы не будем 
останавливаться на разъяснениях утверждений типа 𝑇(2,0) = 1). 

В литературе уделяется внимание вариациям задачи, когда из 𝑀 вырезано не-
сколько граничных клеток. В этом случае исходная фигура называется (прямоуголь-
ной) полосой, мы сохраним термин также и для случая, когда число удаленных клеток 
равно нулю. Например, фигуру, полученную удалением из шахматной доски двух кле-
ток из противоположных по диагонали углов, нельзя разрезать на плитки, каждая из 
которых представляет собой две соседние (по стороне) разноцветные клетки доски; для 
такого заключения достаточно обратить внимание на тот факт, что в оставшейся фигу-
ре черных и белых клеток не поровну. Фигуру, полученную удалением любых двух 
разноцветных граничных клеток шахматной доски, можно разрезать на плитки. 

 
Два продолжения метода первой светлой клетки 

Эквивалентные вершины 
Будем полагать, что клетки 𝑀 пронумерованы слева направо, сверху вниз: 0, 1, 

... Следуя терминологии работы [15], множество незанятых пока клеток будем называть 
светлой фигурой, незанятую клетку с наименьшим номером – первой светлой клеткой 
(п. с. к.). Будем укладывать плитки так, чтобы каждая очередная плитка покрывала  
п. с. к. (метод п. с. к.). Когда значение 𝑚 фиксировано, будем обозначать число спосо-
бов разбиения:  

a) прямоугольной полосы 𝑀;  
б) фигуры, полученной из 𝑀 удалением клеток 0 и 1; 
в) фигуры, полученной из M удалением клеток 0 и 3, 

через 𝑎௡,  𝑏௡ и 𝑐௡ соответственно. 
В [15] построено двоичное дерево с корнем в вершине 𝑎௡; потомки вершины 𝑣 – 

частичного разбиения (ч. р.) генерируются в результате горизонтальной и/или верти-
кальной укладки плитки в соответствии с методом п. с. к. Каждая вершина 𝑣 характе-
ризуется высотой светлой фигуры и границей – ломаной, отделяющей светлую фигуру 
от остальной части полосы. Высоту ℎ светлой фигуры ч. р. 𝑣 будем называть индексом 
ч. р., список (𝑑ଵ, . . . , 𝑑௠), где 𝑑௞ – разность между ℎ и выстой к-того столбца светлой 
фигуры – дескриптором 𝑣. Две вершины будем называть эквивалентными, если их де-
скрипторы совпадают с точностью до симметрии (равенство высот не требуется). Из 
очевидного равенства количества полных разбиений (к. п. р.) родительской вершины 
сумме к. п. р. ее непосредственных потомков следует простое правило потомков: к. п. 
р. корневой вершины любого поддерева двоичного дерева равно сумме к. п. р. всех ли-
стьев этого поддерева. 
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Рис. 1. Завершенное двоичное дерево 

 
Построение двоичного дерева завершается, когда для каждой вновь созданной 

вершины-листа в построенной части найдется эквивалентная вершина. На рис. 1 экви-
валентны: а) вершины 1, 4, 10; б) вершины 0, 3, 7, 9; в) вершины 5, 8. 
 

Первое продолжение метода п.с.к. 
Применяя правило потомков к поддеревьям двоичного дерева на рис. 1 с верши-

нами а) 1, 3, 4; б) 5, 7, 8; в) 0, 1, 2, 5, 6, 9, 10, получим систему взаимно рекуррентных 
формул: 

൝
 𝑎௡ିଵ  =  𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ,

  𝑐௡ିଵ  =  𝑎௡ିଶ  +  с௡ିଷ,
𝑎௡  =  𝑎௡ିଶ +  𝑏௡ + 𝑏௡ିଵ + 𝑐௡ିଵ.

         (2) 

Начальные значения 𝑎௡,  𝑏௡, 𝑐௡ при 𝑛 =  1 и 𝑛 =  2 легко вычислить: 
𝑎ଵ  =  1,  𝑎ଶ  =  5, 𝑏ଵ  =  1, 𝑏ଶ  =  2, 𝑐ଵ  =  1, 𝑐ଶ  =  1. 

В [15] показано, как из (2) вывести формулу прямой рекурсии: 
  𝑎௡  =  𝑎௡ିଵ + 5𝑎௡ିଶ + 𝑎௡ିଷ − 𝑎௡ିସ.      (3) 

Прямым линейным однородным рекуррентным соотношением (далее кратко – 
прямой рекурсией) порядка 𝑅 для последовательности 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … будем называть пред-
ставление произвольного элемента 𝑎௥ (𝑟 > 𝑅) в виде линейной комбинации с действи-
тельными постоянными целочисленными коэффициентами 𝑅 элементов 
𝑎௥ିଵ, 𝑎௥ିଶ, … , 𝑎௥ିோ, непосредственно предшествующих 𝑎௥:  

𝑎௥  =  𝑝ଵ𝑎௥ିோ + pଶ𝑎௥ିோାଵ + ⋯ + 𝑝ோ𝑎௥ିଵ, 𝑝ଵ ≠ 0. 
 

Второе продолжение метода п. с. к. 
Несколько неожиданно, что первая из формул системы (2) 

𝑏௡  =  𝑎௡ିଵ + 𝑏௡ିଵ  
не только позволяет выразить 𝑎௡ через элементы последовательности 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ... но до-
пускает и обратное – выразить 𝑏௡ через элементы последовательности 𝑎ଵ, 𝑎ଶ. В самом 
деле, сложив почленно равенства, выписанные для убывающих индексов  

𝑏௡  =  𝑎௡ିଵ + 𝑏௡ିଵ, 
𝑏௡ିଵ  =  𝑎௡ିଶ + 𝑏௡ିଶ, 
𝑏௡ିଶ  =  𝑎௡ିଷ + 𝑏௡ିଷ, 

… … … … … … 
получим 𝑏௡  =  𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ିଶ + 𝑎௡ିଷ + ⋯ 
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Это наблюдение лежит в основе следующего способа получения прямой рекур-
сии. Вместо прерывания построения двоичного дерева на рис. 1 сразу после того, как 
для каждого его листа обнаружена эквивалентная вершина в построенной части дерева, 
продолжим его построение и определим, что правило потомков непосредственно фор-
мирует прямую рекурсию для 𝑎௡ без решения системы взаимно рекуррентных формул. 
В самом деле, из рис. 2: 

𝑎௡  =  (𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ିଶ + 𝑎௡ିଷ + ⋯ ) + 
+ (𝑎௡ିଶ + 𝑎௡ିସ + 𝑎௡ି଺ + ⋯ ) +       (4) 
+ (𝑎௡ିଶ +𝑎௡ିଶ +𝑎௡ିଷ + 𝑎௡ିସ+...).  

Прямая рекурсия получена. С целью избавиться от многоточий в записи форму-
лы вычтем из 

𝑎௡  =  𝑎௡ିଵ + 4𝑎௡ିଶ + 2𝑎௡ିଷ + 3𝑎௡ିସ + 2𝑎௡ିହ + 3𝑎௡ି଺ + ⋯ 
равенство 

𝑎௡ିଶ  =  𝑎௡ିଷ + 4𝑎௡ିସ + 2𝑎௡ିହ + 3𝑎௡ି଺ + 2𝑎௡ି଻ + 3𝑎௡ି଼ + ⋯ 
Получим: 𝑎௡ − 𝑎௡ିଶ  =  𝑎௡ିଵ + 4𝑎௡ିଶ + 𝑎௡ିଷ − 𝑎௡ିସ или 𝑎௡  =  𝑎௡ିଵ + 5𝑎௡ିଶ +

+ 𝑎௡ିଷ − 𝑎௡ିସ. 
 

Задача об оптимальной прямой рекурсии 
Если утверждение из работы [16] «...те же коэффициенты, что и в (3), подходят и 

для прямых рекурсий, описывающих последовательности 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … и 𝑐ଵ, 𝑐ଶ, …» еще мож-
но было предугадать, то обнаруженная там же неоднозначность прямой рекурсии стала 
полной неожиданностью. 
 

 
Рис. 2. Продолжение построения двоичного дерева  

Задача. Найти для последовательности 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … прямую рекурсию, оптимальную 
по вычислительной сложности (хотя бы для случая m = 4). 
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В формуле 𝑎௡  =  6(𝑎௡ିଶ + 𝑎௡ିଷ) − 𝑎௡ିହ одна операция умножения и две опера-
ции алгебраического сложения целых чисел, тогда как в (3) одна операция умножения и 
три операции сложения.  

 
Алгоритмическое (программное) обеспечение двухшагового метода 

Схема вычисления 
В [16] рассмотрена задача нахождения при некотором заданном 𝑚 натурального 

𝑅 (порядок рекурсии) и целочисленных коэффициентов 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥ோ, таких, что  
𝑎௥  =  𝑥ଵ𝑎௥ିଵ + 𝑥ଶ𝑎௥ିଶ + 𝑥ଷ𝑎௥ିଷ + ⋯ + 𝑥ோ𝑎௥ିோ     (5) 

для каждого 𝑟 =  𝑅 + 1, 𝑅 + 2, ... 
𝑅 можно выбрать равным 2⌈௠/ଶ⌉. Суть предложенного в [16] двухшагового под-

хода к вычислению 𝑎௥ такова. Первый шаг – с привлечением любых средств вычис-
лить значения 

𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝑎ଷ, … , 𝑎ଶோ 
 

и для формирования рекуррентной формулы (5) решить с. л. а. у.: 

൭

𝑎ோ  … 𝑎ଵ

…
𝑎ଶோିଵ … 𝑎ோ

൱ ൭

𝑥ଵ

. . .
𝑥ோ

൱  =  ൭

𝑎ோାଵ

…
𝑎ଶோ

൱. 

Второй шаг – вычислить числа 𝑎௥ для произвольного 𝑟 =  2𝑅 + 1, 2𝑅 + 2, … 
по полученной рекуррентной формуле, используя только операции сложения и умно-
жения. 

Мы предлагаем лаконичный (около одной страницы, включая комментарии) код 
для реализации двухшагового метода. Для применения достаточно вырезать код в окно 
системы компьютерной математики Wolfram Mathematica и после команды выполнения 
(Shift+Ener) в диалоговом режиме ввести значения 𝑚 и 𝑅. 

 
Код программы 

m = Input[m, "Введите m:"]; 
maxindex = Input[maxindex,"Введите maxindex:"]; 
Print[" m = ", m,", количество требуемых димерных чисел = ", maxindex]; 
Array[a,maxindex]; 
key = If[Mod[m,4] = = 0, 1, –1]; 
R = 2^(m/2); r = R/2; 
(*Начальный этап: вычисление 2R+1 начальных элементов последовательности произ-
вольным способом (например, по формуле Кастелейна).*) 
Do[{a[k] = Round[N[Product[4*Cos[Pi*i/(k+1)]^2+4*Cos[Pi*j/(m+1)]^2, {i,1,k/2}, 
{j,1,m/2}], 5000]]; 
  filename = StringJoin["C:\\1\\",ToString[m], ".txt"]; 
  PutAppend[StringJoin["a[",ToString[k],"] = ",ToString[a[k]]],filename]; 
  Print["a[", k, "] = ", a[k]]}, {k, 1, 2*R+1}]; 
Print["a[",2 R+1,"] – контрольное значение (будет перевычислено)"]; 
(*Основной этап: вычисление элементов с номерами 2R+1, 2R+2, ..., maxindex высоко-
скоростным алгоритмом с использованием только операции умножения и сложения 
многоразрядных целых чисел. *) 
M = Table[If[j<r, a[R+i-j]+If[key = = –1, (–1)^j,1]*a[i+j], a[i+r]], {i,1,r}, {j,1,r}]; 
(*1 случай: j = r;  
в i-той строке с. л. а. у. коэффициентом при x[j] выступает a[i+r]; 
2 случай: j<r; 
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2.1 если m кратно 4, то в i-той строке с. л. а. у. коэффициент при x[j] равен  
a[R+i-j]+a[i+j]; 
2.2 если m четно, но не кратно 4, то в i-той строке с. л. а. у. коэффициент при x[j] равен 
a[R+i-j]+(-1)^j*a[i+j];*) 
B = Table[a[i]+a[R+i], {i,1,r}]; 
(* Сформировали матрицу коэффициентов с. л. а. у. *) 
Print["------ m = ",m," ----коэффициенты прямой рекурсии:"]; 
x = LinearSolve[M,B] 
PutAppend[x,filename]; 
PutAppend["The coefficients of direct recursion are calculated!", filename]; 
(*Решение с. л. а. у. вывели на экран и в файл*) 
Do[a[R+i] = Sum[x[[j]]*(If[j<r, a[R+i-j]+If[key = = –1, (–1)^j, 1]*a[i+j], a[i+r]]), {j,1,r}]-a[i]; 
 (*Элементы с номерами 2R+1, ..., maxindex вычислили с применением операций * и +*)  
PutAppend [StringJoin["a[",ToString[R+i], "] = ", ToString[a[R+i]]], filename]; 
 (*и вывели в файл*) 
Print["a[",R+i,"] = ", a[R+i]], {i,R+1, maxindex-R}] 
(*и на экран*) 
Скриншот вывода результатов 
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О результатах вычислительного эксперимента 
Задача о частоте цифр 

Вычисления, выполненные для косвенной проверки некоторых утвержде-
ний, приведенных в данной статье, нередко проводились с участием сверхбольших 
чисел. Ограничимся одним примером, причем выпишем лишь начало и конец чис-
ла, т. к. для полной записи числа понадобилось бы полтора десятка страниц. При 
𝑚 =  8, 𝑛 =  50000, 

𝑇(𝑚, 𝑛) = 5024…66546544059025906 (число цифр = 47 729). 
Обозначим количество вхождений в десятичную запись 𝑇(𝑚, 𝑛) цифры, которая 

встречается реже (соответственно чаще) остальных цифр, через 𝑚𝑖𝑛 (𝑇(𝑚, 𝑛)) (соответ-
ственно 𝑚𝑎𝑥 (T(𝑚, 𝑛)),  

𝑑(𝑚, 𝑛)  =  
min (𝑇(𝑚, 𝑛))

max (𝑇(𝑚, 𝑛))
. 

Наблюдается устойчивая тенденция к росту значений 𝑑(𝑚, 𝑛) при увеличении 𝑛 и 𝑚, 
"эффект выравнивания" цифр в десятичной записи 𝑇(𝑚, 𝑛) при увеличении 𝑚 и 𝑛. 
 

Численные результаты 
Чтобы добиться большей отчетливости картины, вычисленные значения 𝑑(𝑚, 𝑛) 

были усреднены по "блокам". Каждый блок вычислений соответствует фиксированно-
му значению 𝑚 (𝑚 =  2, 4, 6, 8, 10) и содержит по 10 значений 𝑑(𝑚, 𝑛), вычисленных 
для возрастающих значений 𝑛. 

Как видно из таблицы 1, последовательность усредненных значений для 𝑚 =
 2, 4, . . ., 10, n = 1000, 2000, ..., 10000 и 10000, 20000, ..., 100000 стремится к 1 с увеличе-
нием параметров m и 𝑛: 0,77, 0,81, 0,82, 0,87, 0,86, ..., 0,92, 0,92, 0,94, 0,94, 0,96 ... 
 

Таблица 1. Выравнивание частот цифр в десятичной записи 𝑻(𝒎, 𝒏) 
 

𝑛 𝑚 =  2 𝑚 =  4 𝑚 =  6 𝑚 =  8 𝑚 =  10 
1000 0,57 0,56 0,60 0,79 0,71 
2000 0,61 0,75 0,72 0,80 0,85 
3000 0,74 0,88 0,79 0,86 0,84 
4000 0,74 0,77 0,82 0,91 0,86 
5000 0,82 0,84 0,83 0,89 0,88 
6000 0,77 0,79 0,85 0,90 0,85 
7000 0,89 0,88 0,85 0,89 0,91 
8000 0,88 0,87 0,88 0,88 0,88 
9000 0,86 0,92 0,92 0,90 0,90 
10000 0,84 0,84 0,89 0,90 0,92 

Усредненные значения 0,77 0,81 0,82 0,87 0,86 
 

𝑛 𝑚 =  2 𝑚 =  4 𝑚 =  6 𝑚 =  8 𝑚 =  10 
10000 0,84 0,84 0,89 0,90 0,92 
20000 0,89 0,91 0,92 0,90 0,95 
30000 0,91 0,92 0,92 0,94 0,95 
40000 0,92 0,88 0,97 0,96 0,96 
50000 0,90 0,93 0,91 0,94 0,96 
60000 0,95 0,96 0,97 0,95 0,97 
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70000 0,91 0,93 0,96 0,93 0,96 
80000 0,95 0,97 0,95 0,97 0,97 
90000 0,92 0,96 0,97 0,98 0,97 
100000 0,96 0,95 0,96 0,96 0,97 

Усредненные значения 0,92 0,92 0,94 0,94 0,96 
 

Заключение 
В статье найдено эффективное продолжение метода первой светлой клетки, поз-

воляющее вычислить коэффициенты прямой рекурсии (при 𝑚 =  4); сформулирован-
ная задача об оптимальной рекуррентной формуле может стать началом нового пер-
спективного направления исследований. 

Разработан лаконичный эффективный код для сопровождения предложенного в 
[16] двухшагового метода. В результате вычислительного эксперимента подтверждает-
ся тезис о выравнивании частот цифр в десятичной записи чисел 𝑇(𝑚, 𝑛) при росте зна-
чений 𝑚 и 𝑛. 
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Abstract. Previously, the authors described their two-step method of calculating the number 
of fragmentations of a rectangular bar  with 1×2 size. The implementation algorithm is described in 
this article, and software is developed. 

An extension of the first light cell method is proposed, simplifying the calculation of direct re-
cursion coefficients. The results of the computational experiments are presented.  
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