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Аннотация. Статья посвящена дальнейшим исследованиям поведения дробной части 

сверток случайных величин. Ранее авторами было показано, что дробная часть свертки насле-
дует равномерность слагаемого. В работе ставится глобальный вопрос о предельном поведении 
дробной части сверток одинаково распределенных случайных величин при стремлении числа 
слагаемых к бесконечности. Показано, что энтропии остатков от деления на 2, 3, 4 свертки оди-
наково распределенных пуассоновских случайных величин стремятся к максимально возмож-
ному значению с ростом числа слагаемых. 

Ключевые слова: свертка, дробная часть, равномерное распределение, пуассоновское 
распределение, энтропия. 

 
Задачи, связанные с изучением поведения сверток случайных величин, не только 

предопределили становление теории вероятностей как математической дисциплины, но 
и продолжают занимать в ней центральное место [1; 2]. Закон больших чисел и цен-
тральная предельная теорема имеют настолько глобальное значение, что широко из-
вестны и применяются не только за пределами теории вероятностей, но и за границами 
математики. 

Не в последнюю очередь это связано с тем, что операция свертки весьма трудо-
емкая, и поэтому точное нахождение распределения сверток при большом числе слага-
емых за достаточно редким исключением не представляется возможным. 

Ю.В. Прохоровым и его школой рассматривались задачи, связанные со сходи-
мостью к равномерному распределению [3], исследовались вопросы энтропии сверток 
дискретных случайных величин [4; 5] . 

В [6; 7] было рассказано о взаимосвязи операций взятия остатка от деления и 
дробной части с равномерностью распределения, а именно то, что свойство равномер-
ности слагаемого наследуется остатком от деления и дробной частью свертки с произ-
вольной случайной величиной в дискретном и абсолютно непрерывном случаях соот-
ветственно. 

В [8; 9] после обобщения и унификации понятий остатка от деления и дробной 
части было доказано, что вышеуказанное информационное свойство в неканонических 
случаях сохраняется. 

В данном контексте вполне естественно возникает вопрос о том, будет ли схо-
диться к равномерному распределению дробная часть свертки одинаково распределен-
ных случайных величин, а в случае существования такой сходимости – её скорость. 
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Хорошо известно [10], что функция энтропии дискретной случайной величи-
ны , принимающей n значений с соответствующими вероятностями 𝑝ଵ, … , 𝑝௡ , 

𝐻𝜉 =  𝐻(𝑝ଵ, … , 𝑝௡)  =  − ෍ 𝑝௞ logଶ 𝑝௞

௡

௞ ୀ ଵ

, 

достигает максимума на равномерном распределении и только на нем 

𝐻 ൬
1
𝑛 , … ,

1
𝑛൰  =  logଶ 𝑛. 

 

Утверждение 1. 
Пусть ξଵ, ξଶ, … – независимые одинаково распределенные пуассоновские случай-

ные величины с параметром λ, т. е. ξ௡~П(λ), а η୬  =  ξଵ + ⋯ + ξ୬ – последовательность 
их частичных сумм. 

Тогда: 

𝐻{η௡}ଶ  =  𝐻 ቆ
1
2 +

𝑒ିଶ஛௡

2 ,
1
2 −

𝑒ିଶ஛௡

2 ቇ →
1
2 , 𝑛 → ∞ . 

Доказательство. 
Известно, что свертка пуассоновских случайных величин имеет пуассоновское 

распределение с параметром, равным сумме параметров слагаемых, то есть в нашем 
случае 

η௡~П(λ𝑛) . 
Тогда: 

P({η௡}ଶ  =  0)  =  𝑒ି஛௡ ෍
(λ𝑛)ଶ௞

(2𝑘)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 =  𝑒ି஛௡ ⋅ ch(λ𝑛)  =  𝑒ି஛௡ ⋅
1
2 ⋅ (𝑒஛௡ + 𝑒ି஛௡)  =  

 

 =  
1
2 +

𝑒ିଶ஛௡

2 →
1
2 , 𝑛 → ∞ 

и 

P({η௡}ଶ  =  1)  =  𝑒ି஛௡ ෍
(λ𝑛)ଶ௞ାଵ

(2𝑘 + 1)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 =  𝑒ି஛௡ ⋅ sh(λ𝑛)  =  𝑒ି஛௡ ⋅
1
2 ⋅ (𝑒஛௡ − 𝑒ି஛௡)  =  

 

 =  
1
2 −

𝑒ିଶ஛௡

2 →
1
2 , 𝑛 → ∞ . 

 
Доказательство завершено. 

*** 
Утверждение 2. 
Пусть ξଵ, ξଶ, … – независимые одинаково распределенные пуассоновские случай-

ные величины с параметром λ, а η୬  =  ξଵ + ⋯ + ξ୬ . 
Тогда: 

𝐻{𝜂௡}ଷ  =  𝐻

⎝

⎜
⎛

1
3 +

2
3 𝑒ିଷ஛௡

ଶ cos  
√3λ𝑛

2  ,
1
3 −

1
3 𝑒ିଷ஛௡

ଶ cos  
√3λ𝑛

2  +
1

√3
𝑒ିଷ஛௡

ଶ sin  
√3λ𝑛

2  ,

1
3 −

1
3 𝑒ିଷ஛௡

ଶ cos
√3λ𝑛

2  −
1

√3
𝑒ିଷ஛௡

ଶ sin  
√3λ𝑛

2  
⎠

⎟
⎞

→
1
3 , 

𝑛 → ∞ . 
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Доказательство. 
Для 

P({η௡}ଷ  =  0)  =  𝑒ି஛௡ ෍
(λ𝑛)ଷ௞

(3𝑘)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 , 

 

P({η௡}ଷ  =  1)  =  𝑒ି஛௡ ෍
(λ𝑛)ଷ௞ାଵ

(3𝑘 + 1)! ,
ஶ

௞ ୀ ଴

 

 

P({η௡}ଷ  =  2)  =  𝑒ି஛௡ ෍
(λ𝑛)ଷ௞ାଶ

(3𝑘 + 2)!

ஶ

௞ ୀ ଴

  

определим функцию 

𝐺(𝑥)  =  ෍
(𝑥)ଷ௞

(3𝑘)!  ,
ஶ

௞ ୀ ଴

 

для которой формально  

𝐺′(𝑥)  =  ෍
(𝑥)ଷ௞ାଶ

(3𝑘 + 2)!

ஶ

௞ ୀ ଴

, 𝐺′′(𝑥)  =  ෍
(𝑥)ଷ௞ାଵ

(3𝑘 + 1)! .
ஶ

௞ ୀ ଴

 

С учётом равенства  

P({η௡}ଷ  =  0)  +  P({η௡}ଷ  =  1)  +  P({η௡}ଷ  =  2)  =  1  
для 𝐺(𝑥) получаем неоднородное дифференциальное уравнение 

𝐺(𝑥) + 𝐺′(𝑥) + 𝐺′′(𝑥)  =  𝑒௫ 
с начальными условиями: 

𝐺(0)  =  1 + ෍
(0)ଷ௞

(3𝑘)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 =  1, 𝐺′(0)  =  ෍
(0)ଷ௞ାଶ

(3𝑘 + 2)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 =  0 . 

Для того чтобы решить данное уравнение, сначала найдем решение однородного 
дифференциального уравнения: 

𝐺(𝑥) + 𝐺′(𝑥) + 𝐺′′(𝑥)  =  0 . 
Составим для него характеристическое уравнение и решим его: 

λଶ + λ + 1 =  0 ⇒  λଵ,ଶ  =  −
1
2 ± 𝑖

√3
2  . 

Теперь можно выписать общее решение однородного дифференциального урав-
нения: 

𝐺о.о(𝑥)  =  𝐶ଵ ⋅ 𝑒ି௫
ଶ ⋅ cos

√3𝑥
2  +  𝐶ଶ ⋅ 𝑒ି௫

ଶ ⋅ sin
√3𝑥

2  . 
Частное решение неоднородного дифференциального уравнения ищем в виде 

𝐺ч.н.(𝑥)  =  𝐴 ⋅ 𝑒௫. 
Подставив в исходное уравнение, получим значение 𝐴 =  ଵ

ଷ
 . Таким образом, 

𝐺ч.н.(𝑥)  =  
1
3 ⋅ 𝑒௫. 

Граничные условия позволяют найти константы в 𝐺о.о(𝑥) . Так, 

𝐺(0)  =  1 =  𝐶ଵ +
1
3  ⇒  𝐶ଵ  =  

2
3 ; 
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𝐺′(0)  =  0 =  
1
3 −

1
2 𝐶ଵ +

√3
2 𝐶ଶ  ⇒  𝐶ଶ  =  0 . 

В итоге 

𝐺(𝑥)  =  ෍
(𝑥)ଷ௞

(3𝑘)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 =  
2
3 ⋅ 𝑒ି௫

ଶ ⋅ cos
√3𝑥

2 +
1
3 ⋅ 𝑒௫ . 

Поэтому получаем 

P({𝜂௡}ଷ  =  0)  =  
1
3 +

2
3 ⋅ 𝑒ିଷఒ௡

ଶ ⋅ cos
√3𝜆𝑛

2 →
1
3 , 𝑛 → ∞  

и далее 
P({𝜂௡}ଷ  =  1) =  𝑒ି஛௡ ⋅ 𝐺ᇱᇱ(𝜆𝑛) = 

=  𝑒ି஛௡ ⋅ ቆ
1
3 𝑒஛௡ −

1
3 𝑒ି஛௡

ଶ ⋅ cos
√3λ𝑛

2 +
1

√3
𝑒ି஛௡

ଶ ⋅ sin
√3λ𝑛

2 ቇ = 

=  
1
3 −

1
3 𝑒ିଷ஛௡

ଶ ⋅ cos
√3λ𝑛

2 +
1

√3
𝑒ିଷ஛௡

ଶ ⋅ sin
√3λ𝑛

2 →
1
3 , 𝑛 → ∞ . 

P({η୬}ଷ  =  2)  =  𝑒ି஛௡ ⋅ 𝐺ᇱ(λ𝑛)  

=  𝑒ି஛௡ ⋅ ቆ
1
3 𝑒஛௡ −

1
3 𝑒ି஛௡

ଶ ⋅ cos
√3λ𝑛

2 −
1

√3
𝑒ି஛௡

ଶ ⋅ sin
√3λ𝑛

2 ቇ = 

=  
1
3 −

1
3 𝑒ିଷ஛௡

ଶ ⋅ cos
√3λ𝑛

2 −
1

√3
𝑒ିଷ஛௡

ଶ ⋅ sin
√3λ𝑛

2  →
1
3 , 𝑛 → ∞ . 

Доказательство завершено. 
*** 

Утверждение 3. 
Пусть ξଵ, ξଶ, … – независимые одинаково распределенные пуассоновские случай-

ные величины с параметром λ и 𝜂௡  =  ξଵ + ⋯ + ξ୬. 
Тогда: 

𝐻{𝜂௡}ସ  =  𝐻 ቆ
1
4 +

𝑒ିଶ஛௡

4 +
1
2 𝑒ି஛௡ cos λ𝑛,

1
4 −

𝑒ିଶ஛௡

4 +
1
2 𝑒ି஛௡ sin λ𝑛,

1
4 +

𝑒ିଶ஛௡

4 −
1
2 𝑒ି஛௡

cos λ𝑛,
1
4 −

𝑒ିଶ஛௡

4 −
1
2 𝑒ି஛௡ sin λ𝑛 ቇ →

1
4 , 𝑛 → ∞ . 

Доказательство. 
Для 

P({η௡}ଷ  =  0)  =  𝑒ି஛௡ ෍
(λ𝑛)ସ௞

(4𝑘)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 , 

P({η௡}ଷ  =  1)  =  𝑒ି஛௡ ෍
(λ𝑛)ସ௞ାଵ

(4𝑘 + 1)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 , 

 

P({η௡}ଷ  =  2)  =  𝑒ି஛௡ ෍
(λ𝑛)ସ௞ାଶ

(4𝑘 + 2)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 , 
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P({η௡}ଷ  =  3)  =  𝑒ି஛௡ ෍
(λ𝑛)ସ௞ାଷ

(4𝑘 + 3)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 

определим функцию 

𝐺(𝑥)  =  ෍
(𝑥)ସ௞

(4𝑘)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 . 

Тогда: 

𝐺′(𝑥)  =  ෍
(𝑥)ସ௞ାଷ

(4𝑘 + 3)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 , 𝐺′′(𝑥)  =  ෍
(𝑥)ସ௞ାଶ

(4𝑘 + 2)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 , 𝐺′′′(𝑥)  =  ෍
(𝑥)ସ௞ାଵ

(4𝑘 + 1)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 . 

С учётом равенства 
P({η௡}ଷ  =  0)  +  P({η௡}ଷ  =  1)  +  P({η௡}ଷ  =  2)  + P({η௡}ଷ  =  3)  =  1  

для 𝐺(𝑥) получаем неоднородное дифференциальное уравнение 
𝐺(𝑥) + 𝐺′(𝑥) + 𝐺′′(𝑥) + 𝐺′′′(𝑥)  =  𝑒௫ 

с начальными условиями 

𝐺(0)  =  1 + ෍
(0)ସ௞

(4𝑘)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 =  1 , 𝐺′(0)  =  ෍
(0)ସ௞ାଷ

(4𝑘 + 3)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 =  0 , 𝐺′′(0)  =  ෍
(0)ସ௞ାଶ

(4𝑘 + 2)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 =  0 . 

Для того чтобы его решить, сначала найдем решение однородного дифференци-
ального уравнения: 

𝐺(𝑥) + 𝐺′(𝑥) + 𝐺′′(𝑥) + 𝐺′′′(𝑥)  =  0 . 
Теперь составим для него характеристическое уравнение и решим его: 

λଷ+λଶ + λ + 1 =  0 ⇒  λଵ  =  −1, λଶ,ଷ  =  ±𝑖 . 
Значит, общее решение данного однородного дифференциального уравнения 

может быть представлено в виде: 
𝐺о.о(𝑥)  =  𝐶ଵ ⋅ cos𝑥 + 𝐶ଶ ⋅ sin𝑥 + 𝐶ଷ ⋅ 𝑒ି௫ . 

Частное решение неоднородного дифференциального уравнения снова ищем в виде 

𝐺ч.н.(𝑥)  =  𝐴 ⋅ 𝑒௫ . Подставив 𝐺ч.н.(𝑥) в исходное уравнение, получим значение 𝐴 =  ଵ
ସ . 

Таким образом,  

𝐺ч.н.(𝑥)  =  
1
4 ⋅ 𝑒௫. 

Учитывая граничные условия, находим, что 

𝐺(0)  =  1 =  𝐶ଵ + ଵ
ସ + 𝐶ଷ, 𝐺ᇱ(0)  =  0 =  𝐶ଶ − 𝐶ଷ + ଵ

ସ , 𝐺′′(0)  =  0 =  −𝐶ଵ + 𝐶ଷ + ଵ
ସ .  

Откуда 𝐶ଵ  =  ଵ
ଶ

, 𝐶ଶ  =  0, 𝐶ଷ  =  ଵ
ସ
 .  

В итоге 

𝐺(𝑥)  =  ෍
(𝑥)ସ௞

(4𝑘)!

ஶ

௞ ୀ ଴

 =  
1
4 ⋅ 𝑒ି௫ +

1
2 ⋅ cos𝑥 +

1
4 ⋅ 𝑒௫ . 

Следовательно,  

P({η௡}ସ  =  0)  =  
1
4 +

1
4 ⋅ 𝑒ିଶ஛௡ +

1
2 ⋅ 𝑒ି஛௡ ⋅ cos λ𝑛 →

1
4 , 𝑛 → ∞ ; 

P({η௡}ସ  =  1)  =  𝑒ି஛௡ ⋅ 𝐺ᇱᇱᇱ(λ𝑛)  =  
1
4 −

1
4 ⋅ 𝑒ିଶ஛௡ +

1
2 ⋅ 𝑒ି஛௡ ⋅ sinλ𝑛 →

1
4 , 𝑛 → ∞ ; 
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P({η௡}ସ  =  2)  =  𝑒ି஛௡ ⋅ 𝐺′′(λ𝑛)  =  
1
4 +

1
4 ⋅ 𝑒ିଶ஛௡ −

1
2 ⋅ 𝑒ି஛௡ ⋅ cosλ𝑛 →

1
4 , 𝑛 → ∞ ; 

P({η௡}ସ  =  3)  =  𝑒ି஛௡ ⋅ 𝐺′(λ𝑛)  =  
1
4 −

1
4 ⋅ 𝑒ିଶ஛௡ −

1
2 ⋅ 𝑒ି஛௡ ⋅ sinλ𝑛 →

1
4 , 𝑛 → ∞ . 

 
Доказательство завершено. 

*** 
 

Таким образом, в частных случаях показано, что дробные части сверток экспо-
ненциально быстро сходятся по распределению к равномерным случайным величинам 
и их энтропии максимизируются с ростом числа слагаемых. 
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Abstract. The article is devoted to further studies of the behavior of the fractional part of the 

convolutions of random variables. Earlier, the authors showed that the fractional part of the convolu-
tion inherits the uniformity of the summand. The paper raises a global question about the limiting be-
havior of the fractional part of convolutions of identically distributed random variables when the num-
ber of terms tends to infinity. It is shown that the entropy of the residues from the division into 2, 3, 4 
convolutions of identically distributed Poisson random variables tends to the maximum possible value 
with an increase in the number of terms. 
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