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 Аннотация. Для усреднения эллиптических уравнений достаточно иметь однозначно 
разрешимую задачу во всем пространстве и соответствующие априорные оценки. Это позволя-
ет изучить различные аспекты усреднения не только во всем пространстве, но и в ограничен-
ных областях. Однозначно разрешимую задачу в ℝ௡ и соответствующие априорные оценки 
имеют дивергентные эллиптические уравнения (см. [1–6]). В случае недивергентных уравнений 
задачи во всем пространстве мало изучены.  
 В статье рассматривается задача на всей плоскости для уравнения Бельтрами. Полу-
чены априорные оценки, доказана гипоэллиптичность уравнения с постоянным коэффициен-
том. Изложены свойства сглаживания функций по Стеклову в 𝐿௣-пространствах. Полученные 
результаты в дальнейшем будут использованы нами в вопросах усреднения уравнения Бель-
трами. 

Ключевые слова: уравнение Бельтрами, усреднение. 

 
Кратко изложим метод смещения Жикова В.В. в вопросах усреднения [6]. 
Рассмотрим в ℝ௡ эллиптическое уравнение с малым параметром 

𝑢ఌ ∈ 𝑊ଶ
ଵ(ℝ௡), 𝐴ఌ𝑢ఌ + 𝑢ఌ ≡ − div 𝑎(𝜀ିଵ𝑥)∇𝑢ఌ  =  𝑓 ∈ 𝐿ଶ(ℝ௡),             (0.1) 

в котором 𝑎(𝑦) – измеримая периодическая симметрическая матрица, подчиненная 
условию эллиптичности 
 

𝜈|𝜉|ଶ ≤ 𝑎𝜉 ⋅ 𝜉 ≤ 𝜈ିଵ|𝜉|ଶ,    𝜉 ∈ ℝ௡, 𝜈 > 0.  
С уравнением (0.1) связано усредненное уравнение 

𝐴଴𝑢଴ + 𝑢଴  =  − div 𝑎଴∇𝑢଴ + 𝑢଴  =  𝑓, 
где 𝑎଴ – некоторая постоянная эллиптическая матрица. Задача (0.1) однозначно разре-
шима для любой правой части 𝑓. Простейший результат усреднения дивергентного 
уравнения (0.1) – 𝐿ଶ-сходимость решений: 

‖𝑢ఌ − 𝑢଴‖௅మ(ℝ೙) → 0 для любого 𝑓 ∈ 𝐿ଶ(ℝ௡) при 𝜀 → 0. 
М.Ш. Бирман и Т.А. Суслина, используя спектральный метод (или блоховский метод), 
доказали оценку 

‖𝑢ఌ − 𝑢଴‖௅మ(ℝ೙) ≤ 𝑐𝜀‖𝑓‖௅మ(ℝ೙),                                           (0.2) 
(из которой следует предыдущее соотношение), где постоянная 𝑐 > 0 определяется 
только по 𝑛 и 𝜆. 

При получении априорных оценок вида (0.2) важную роль играет первое при-
ближение метода асимптотических приближений. Напомним, как строится первое при-
ближение. Пусть  =  ቂ− ଵ

ଶ
,  ଵ

ଶ
 ቁ

௡
– ячейка периодов. 
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Введём периодические задачи 
𝑁௝ ∈ 𝑊ଶ

ଵ(), div୷𝑎(𝑦)൫𝑒௝ + ∇௬𝑁௝൯  =  0, 〈𝑁௝〉  =  0, 𝑗 =  1, … , 𝑛, 
где 𝑒ଵ, … , 𝑒௡ – естественный базис в ℝ௡. Известно, что матрица 𝑎଴, определенная ра-
венствами 

𝑎଴𝑒௝  =  〈𝑎൫𝑒௝ + ∇௬𝑁௝൯〉,   𝑗 =  1, … , 𝑛 
является симметрической и положительно определённой. Положим  

𝑣ఌ(𝑥, 𝜔)  =  𝑢଴(𝑥) +  𝜀𝑁௝(𝜔 + 𝑦)
𝜕𝑢଴

𝜕𝑥௝
(𝑥),      𝑦 =  𝜀ିଵ𝑥, 𝜔 ∈ ℝ௡,           (0.3) 

где 𝑢଴ – решение усреднённой задачи. Функция 𝑣ఌ(𝑥)  =  𝑣ఌ(𝑥, 0) известна как первое 
приближение к решению 𝑢ఌ(𝑥) исходной задачи (0.1). Имеет место 
 Теорема 0.1. Справедлива оценка 

           න න(|𝑢ఌ(𝑥 + 𝜀𝜔) − 𝑣ఌ(𝑥, 𝜔)|ଶ + |∇𝑢ఌ(𝑥 + 𝜀𝜔) − ∇𝑣ఌ(𝑥, 𝜔)|ଶ)𝑑𝑥𝑑𝜔 ≤
ℝ೙

≤  𝑐𝜀ଶ න 𝑓ଶ

ℝ೙

𝑑𝑥 ,                                                                                                    (0.4) 

в которой 𝑐 > 0 – постоянная, зависящая только от размерности 𝑛 и постоянной эллип-
тичности 𝜆. 
 Поясним роль дополнительного параметра 𝜔. При условии 𝑓 ∈ 𝐿ଶ(ℝ௡) первое 
приближение 𝑣ఌ(𝑥)  =  𝑣ఌ(𝑥, 0) вообще может не принадлежать пространству Соболева 
𝑊ଶ

ଵ(ℝ௡), в то время как 𝑣ఌ(𝑥, 𝜔), ∇𝑣ఌ(𝑥, 𝜔) принадлежат 𝐿ଶ(ℝ௡ ×), что непосред-
ственно ясно из (0.4). Действительно, ситуация здесь такая. Пусть Φ =  Φ(x) ∈ 𝐿ଶ(ℝ௡), 
𝑏 =  𝑏(𝑦) ∈ 𝐿ଶ(). В таком случае функция 𝑏(𝜀ିଵ𝑥)Φ(𝑥) необязательно принадлежит 
𝐿ଶ(ℝ௡), но 

න න|𝑏(𝜔 + 𝜀ିଵ𝑥)Φ(𝑥)|ଶ𝑑𝜔𝑑𝑥 ≤ 〈|𝑏|ଶ〉 න|Φ|ଶ

ℝ೙

𝑑𝑥 < ∞.  
ℝ೙

 

 Выведем из теоремы 0.1 оценку (0.2). Так как (см. (0.3)) 
 

න 𝑣ఌ(𝑥, 𝜔)𝑑𝜔 =  𝑢଴(𝑥) + 𝜀


න 𝑁௝(𝜔 + 𝑦)𝑑𝜔
𝜕𝑢଴

𝜕𝑥௝
(𝑥)



 =  𝑢଴(𝑥), 

то из (0.4) по известному неравенству Коши–Буняковского получим 

න อන 𝑢ఌ(𝑥 + 𝜀𝜔)𝑑𝜔 − 𝑢଴(𝑥)


อ
ଶ

𝑑𝑥 ≤ 𝑐𝜀ଶ න 𝑓ଶ𝑑𝑥.                                    (0.5)
ℝ೙ℝ೙

 

Функция න 𝑢ఌ(𝑥 + 𝜀𝜔)𝑑𝜔                                       


 

представляет собой сглаживание по Стеклову решения задачи (0.1). В силу одного из 
свойств такого сглаживания имеем  

න อන 𝑢ఌ(𝑥 + 𝜀𝜔)𝑑𝜔 − 𝑢ఌ(𝑥)


อ
ଶ

𝑑𝑥 ≤ 𝑐𝜀ଶ න 𝑓ଶ𝑑𝑥,      
ℝ೙ℝ೙

 

что вместе с (0.5) приводит к оценке (0.2) Бирмана–Суслиной. 
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1.1. Свойства операторов 𝐓෡, Т и П 
В работах [7–9] рассмотрены периодические задачи и задача Римана–Гильберта 

для уравнения Бельтрами. Ниже в п. 1.1 и 1.2 мы рассмотрим задачу на всей плоскости. 
Для бесконечно дифференцируемых финитных функций 𝑔(𝑧) ∈ 𝐶଴

ஶ(𝐸), 𝑧 =
= 𝑥 + 𝑖𝑦 операторы T෡, Т и П определим равенствами 
 

൫𝑇෠𝑔൯(𝑧)  =  (𝑇𝑔)(𝑧) − (𝑇𝑔)(𝑧଴), 𝑧 ∈ 𝐸, 

(𝑇𝑔)(𝑧) = −
1
𝜋 ඵ

𝑔(𝜁)
𝜁 − 𝑧

ா

𝑑𝜉𝑑𝜂,   𝑧 ∈ 𝐸, 

(П𝑔)(𝑧) = −
1
𝜋 ඵ

𝑔(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)ଶ

ா

𝑑𝜉𝑑𝜂, 𝑧 ∈ 𝐸,  

где 𝜁 =  𝜉 + 𝑖𝜂, 𝑧଴ ∈ 𝐸 – любая фиксированная точка плоскости. 
Имеет место следующая  
Лемма 1. Справедливы соотношения 

𝜕௭̅𝑇෠𝑔 =  𝜕௭̅𝑇𝑔 =  𝑔, 𝜕௭൫𝑇෠𝑔൯  =  𝜕௭(𝑇𝑔)  =  П𝑔, (1) 

где 𝜕௭̅  =  2ିଵ ቀ డ
డ௫

+ 𝑖 డ
డ௬

ቁ , 𝜕௭  =  2ିଵ ቀ డ
డ௫

− 𝑖 డ
డ௬

ቁ. Производные понимаются в смысле Со-
болева. 
 Функции (𝑇𝑔)(𝑧), ൫𝑇෠𝑔൯(𝑧) отличаются друг от друга на постоянную, и они рав-
номерно непрерывны по Гёльдеру на всей плоскости, т. е. 

ห(𝑇𝑔)൫𝑧′൯ − (𝑇𝑔)(𝑧")ห  =  ห൫𝑇෠𝑔൯൫𝑧′൯ − ൫𝑇෠𝑔൯(𝑧")ห ≤ 𝑐ଵ‖𝑔‖௅೜(ா)|𝑧ᇱ − 𝑧"|ଵିଶ
௤  при   

𝑞 ∈ (2, ∞), 
 (2) 

𝑧ᇱ, 𝑧" ∈ 𝐸,  𝑐ଵ > 0 – постоянная, зависящая только от 𝑞. 
 Кроме того, имеем 

‖П𝑔‖௅೜(ா) ≤ 𝑐௤‖𝑔‖௅೜(ா)  при 𝑞 ∈ (1, ∞),      (3) 
‖П𝑔‖௅మ(ா)  =  ‖𝑔‖௅మ(ா),      (4) 

где 𝑐௤ > 0 – норма оператора П. Норма 𝑐௤ обладает свойством 
     lim

௤→ଶ
𝑐௤  =  1 =  𝑐ଶ.        (5) 

Доказательства отмеченных свойств операторов T෡, Т и П можно найти в книге 
[10, § 5–9]. 

Из леммы 1 следует, что Пg определено при 𝑞 > 1 (интеграл понимается в 
смысле главного значения), а 𝑇෠𝑔, 𝑇𝑔 имеют смысл при 𝑔 ∈ 𝐿௤(𝐸), 𝑞 > 2.  

Обозначим через 𝐵௤
ଵ множество всех комплекснозначных функций 𝑤(𝑧), опре-

деленных на плоскости 𝐸, для которых конечна полунорма  
      ‖𝑤‖஻೜భ  =  𝐻ఈ,ா[𝑤] + ‖𝜕௭̅𝑤‖௅೜(ா) + ‖𝜕௭𝑤‖௅೜(ா),   

где 

𝐻ఈ,ா[𝑤]  =  sup
௭ᇲ,௭ᇲᇲ∈ா
௭ᇲஷ ௭ᇲᇲ

|𝑤(𝑧ᇱ) − 𝑤(𝑧ᇱᇱ)|
|𝑧ᇱ − 𝑧ᇱᇱ|ఈ . 

Пусть 𝑤 =  𝑇𝑔, 𝑔 ∈ 𝐿௤(𝐸), тогда, ввиду (1)–   (3), 𝑤 принадлежит 𝐵௤
ଵ. 

Предположим, что 𝑧଴ ∈ 𝐸 – произвольная фиксированная точка плоскости, и 
пусть 𝐵෠௤

ଵ – подмножество 𝐵௤
ଵ, состоящее из функций, равных нулю в точке 𝑧଴. Соотно-

шение 
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 ‖𝑤‖஻෠೜భ  =  𝐻ఈ,ா[𝑤] + ‖𝜕௭̅𝑤‖௅೜(ா) + ‖𝜕௭𝑤‖௅೜(ா)  (6) 

задает норму в 𝐵෠௤
ଵ. Относительно этой нормы 𝐵෠௤

ଵ – банахово пространство. 
Пусть 𝑤(𝑧)  =  ൫T෡𝑔൯(𝑧), 𝑔 ∈ 𝐿௤(𝐸), тогда из свойств (1)–   (3) вытекает, что 𝑤 ∈

𝐵෠௤
ଵ. 

Очевидно, что T෡: 𝐿௤(𝐸) → 𝐵෠௤
ଵ – линейный ограниченный оператор, удовлетворя-

ющий соотношениям (1)–   (3).  
Показатель q – фиксированное число, удовлетворяющее неравенствам 

𝑞 > 2, 𝑘଴𝑐௤ < 1, (7) 
где 0 ≤ 𝑘଴ < 1, – константа эллиптичности (см. (9)). Согласно  (5) такие показатели 
существуют. 
 

1.2. Задача на всей плоскости для уравнения Бельтрами 
Рассмотрим на всей плоскости задачу 

 ቊ
𝐴𝑤 ≡ 𝜕௭̅𝑤 + 𝜇𝜕௭𝑤 =  𝑓 ∈ 𝐿௤(𝐸)

𝑤 ∈ 𝐵෠௤
ଵ,                         (8) 

где 𝑞 > 2 – показатель повышенной суммируемости из (7), 𝜇 – комплекснозначная, 
ограниченная функция, удовлетворяющая условию 

    vrai sup |𝜇(𝑥)| ≤ 𝑘଴ < 1,
    𝑥 ∈ 𝐸                   (9) 

где 𝑘଴ > 0 – постоянная эллиптичности. Справедлива  
Теорема 1. Для любой правой части 𝑓 ∈ 𝐿௤(𝐸) задача (8) однозначно разреши-

ма. Причем имеют место априорные оценки 
𝐻ఈ,ா[𝑤] + ‖𝜕௭̅𝑤‖௅೜(ா) + ‖𝜕௭𝑤‖௅೜(ா) ≤ с ‖𝐴𝑤‖௅೜(ா), 𝑤 ∈ 𝐵෠௤

ଵ,  (10) 
где с > 0 – постоянная, зависящая только от 𝑘଴ и q из (9) и (7),  

|𝑤(𝑧)| ≤ сො ‖𝐴𝑤‖௅೜(ா),   𝑤 ∈ 𝐵෠௤
ଵ, (11) 

‖𝑤‖௅೜(௄) ≤ сොଵ ‖𝐴𝑤‖௅೜(ா),   𝑤 ∈ 𝐵෠௤
ଵ,  (12) 

где 𝐾 ⊂ 𝐸 – произвольная ограниченная область плоскости, сො, сොଵ > 0 – постоянные, за-
висящие только от 𝐾, 𝑘଴, 𝑞 и dist (𝑧଴, 𝐾). (Напомним, что 𝑧଴ ∈ 𝐸 – произвольная фикси-
рованная точка плоскости). 

Доказательство. Сначала докажем априорные оценки. Достаточно их проверить 
для всюду плотного в 𝐵෠௤

ଵ множества бесконечно дифференцируемых финитных функ-
ций 𝐶଴

ஶ(𝐸), равных нулю в фиксированной точке 𝑧଴ ∈ 𝐸. Пусть 𝑤 ∈ 𝐶଴
ஶ(𝐸), тогда 𝑤 

можно представить в виде свертки  
𝑤 =  −𝜋ିଵ(𝜕௭̅𝑤) ∗ 𝑧ିଵ  =  𝑇(𝜕௭̅𝑤), 𝑧 =  𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ 𝐸, (13) 

 (см. [10, гл. 1, § 5, п. 1]). Значит, ввиду (1) получим 
𝜕௭𝑤 =  𝜕௭Т(𝜕௭̅𝑤)  =  П(𝜕௭̅𝑤). 

Следовательно, согласно (8) имеем   
‖𝜕௭𝑤‖௅೜(ா)  =  ‖П(𝐴𝑤 − 𝜇𝜕௭𝑤)‖௅೜(ா) ≤ 𝑘଴𝑐௤ ‖𝜕௭𝑤‖௅೜(ா) + 𝑐௤ ‖𝐴𝑤‖௅೜(ா). 

Отсюда вытекает 
‖𝜕௭𝑤‖௅೜(ா) ≤ ௖೜

ଵି௞బ௖೜
‖𝐴𝑤‖௅೜(ா). (14) 

Ввиду равенства 𝜕௭̅𝑤 =  𝐴𝑤 − 𝜇𝜕௭𝑤 с учетом (14) получим                              
‖𝜕௭̅𝑤‖௅೜(ா) ≤  ‖𝐴𝑤‖௅೜(ா) + 𝑘଴ ‖𝜕௭𝑤‖௅೜(ா) ≤ ଵ

ଵି௞బ௖೜
‖𝐴𝑤‖௅೜(ா)  . (15) 

Из (2), (13) и (15) вытекает 
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|𝑤(𝑧ᇱ) − 𝑤(𝑧")| ≤ 𝑐ଵ‖𝜕௭̅𝑤‖௅೜(ா)|𝑧ᇱ − 𝑧"|ଵିଶ
௤  ≤ 

≤ сభ 
ଵି௞బ௖೜

‖𝐴𝑤‖௅೜(ா) |𝑧ᇱ − 𝑧"|ଵିమ
೜ . 

 

(16) 

Следствием неравенств (14) – (16) является оценка (10).  
Докажем оценки (11) и (12). Для любого 𝑧 ∈ 𝐸 ввиду (16) имеем 

|𝑤(𝑧)|  =  |𝑤(𝑧) − 𝑤(𝑧଴)| ≤
сଵ 

1 − 𝑘଴𝑐௤
‖𝐴𝑤‖௅೜(ா)|𝑧 − 𝑧଴|ଵିଶ

௤.                 

Отсюда следует оценка (11). Проинтегрировав предыдущую оценку, получим 

‖𝑤‖௅೜(௄) ≤
𝑐ଵ

1 − 𝑘଴𝑐௤
‖𝐴𝑤‖௅೜(ா) ൭ඵ|𝑧 − 𝑧଴|௤ିଶ𝑑𝑥𝑑𝑦

௄

൱

ଵ
௤

≤
𝑐ଵ

1 − 𝑘଴𝑐௤
(dist (𝑧଴, 𝐾) + 𝑑)ଵିଶ

௤ |𝐾|
ଵ
௤ ‖𝐴𝑤‖௅೜(ா) .

Оценка (12) доказана.  
Теперь докажем первую часть теоремы. 

Однородная задача (8) (𝑓 =  0) ввиду оценок (10) и (12) имеет только тривиальное ре-
шение. Следовательно, задача (8) не может иметь более одного решения. 

Рассмотрим задачу 
(1 − 𝐵)𝑔 =  П𝑓, 𝑔, 𝑓 ∈ 𝐿௤(𝐸), (17) 

где 𝐵: 𝐿௤(𝐸) → 𝐿௤(𝐸) – оператор, определенный формулой 
𝐵𝑔 =  −П(𝜇𝑔),    𝑔 ∈ 𝐿௤(𝐸). (18) 

Ввиду (7) и (9) очевидно, что ‖𝐵‖ ≤ 𝑘଴𝑐௤ < 1. Следовательно, оператор 1 − 𝐵 обратим. 
Значит, ввиду (17) 𝑔 =  (1 − 𝐵)ିଵП𝑓 =  (1 + П𝜇)ିଵП𝑓. Положим 

      𝑤 =  −𝑇(𝜇𝑔 − 𝑓). (19) 
Тогда ввиду (1), (17) и (18) имеем 

𝜕௭𝑤 =  −П(𝜇𝑔 − 𝑓)  =  −П(𝜇𝑔) + П𝑓 =  𝑔, т. е.
𝑔 =  𝜕௭𝑤, 𝜕௭̅𝑤 =  −𝜇𝑔 + 𝑓 =  −𝜇𝜕௭𝑤 + 𝑓, 

 

т. е. (19) дает решение задачи (8). Теорема 1 доказана. 
 

1.3. О повышении гладкости решения уравнения Бельтрами с постоянным  
коэффициентом 

Рассмотрим задачу на всей плоскости 

              ቊ
𝐴𝑤 ≡ 𝜕௭̅𝑤 + 𝜇଴𝜕௭𝑤 =  𝑓 ∈ 𝑊௤

ଵ(𝐸)       
   𝑤 ∈ 𝐵௤

ଶ  =  ൛𝑤 ∈ 𝐵௤
ଵ, 𝜕௭̅𝑤 ∈ 𝐵௤

ଵ,  𝜕௭𝑤 ∈ 𝐵௤
ଵൟ,

     (20) 

где 𝜇଴ – постоянная такая, что |𝜇଴| ≤ 𝑘଴ < 1 а норма в 𝐵௤
ଶ определяется равенством  

‖𝑤‖஻೜మ  =  ‖𝑤‖஻೜భ + ‖𝜕௭̅𝑤‖஻೜భ + ‖𝜕௭𝑤‖஻೜భ. 

(Определение 𝐵௤
ଵ смотрите в (6)). Шапочки в обозначениях пространств опущены. За-

дача (20) ввиду теоремы 1 и вложения 𝑊௤
ଵ(𝐸) ⊂ 𝐿௤(𝐸) имеет единственное решение из 

пространства 𝐵௤
ଵ. Это решение, согласно следующей теореме, принадлежит простран-

ству 𝐵௤
ଶ.  
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Теорема 2. Задача (20) однозначно разрешима для любой правой части 𝑓 из про-
странства 𝑊௤

ଵ(𝐸). 
Доказательство проведем привлечением разностных отношений (ℎ ≠ 0), 

∆ଵ
௛𝑤 =  

𝑢(𝑥ଵ + ℎ, 𝑥ଶ) − 𝑢(𝑥ଵ, 𝑥ଶ)
ℎ , ∆ଶ

௛𝑤 =  
𝑢(𝑥ଵ, 𝑥ଶ + ℎ) − 𝑢(𝑥ଵ, 𝑥ଶ)

ℎ ,  
где 𝑤 ∈ 𝐵௤

ଵ – решение задачи (20). Имеем   

 𝐴൫∆௝
௛𝑤൯  =  𝜕௭̅൫∆௝

௛𝑤൯ + 𝜇଴𝜕௭൫∆௝
௛𝑤൯  =  

 =  ∆௝
௛(𝜕௭̅𝑤 + 𝜇଴𝜕௭𝑤)  =  ∆௝

௛𝐴𝑤 =  ∆௝
௛𝑓.  

(21) 

Из оценки (10) вытекает 
ฮ𝜕௭̅൫∆௝

௛𝑤൯ฮ
௤

+ ฮ𝜕௭൫∆௝
௛𝑤൯ฮ

௤
≤ 𝑐ฮ𝐴൫∆௝

௛𝑤൯ฮ
௤

, (22) 

где ‖·‖௤ – 𝐿௤-норма, с > 0 – постоянная, зависящая только от 𝑘଴ и q. 
Правая часть задачи (20) принадлежит 𝑊௤

ଵ(𝐸), поэтому имеет место оценка 
‖𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)‖௤ ≤ |𝑡| ‖∇𝑓‖௤, 𝑡 ∈ 𝐸. (23) 

Действительно, пусть 𝑡 =  |𝑡| ⋅ 𝜉 ∈ 𝐸, где 𝜉 ∈ 𝐸, |𝜉|  =  1. Тогда имеем 

𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)  =  න
𝑑
𝑑𝑠 𝑓(𝑥 + 𝑠𝜉)𝑑𝑠 = 

|௧|

଴
 

 =  න
𝑑

𝑑𝑠 ൫𝜉, ∇𝑓(𝑥 + 𝑠𝜉)൯ா𝑑𝑠,
|௧|

଴
 

где ൫𝜉, ∇𝑓(𝑥 + 𝑠𝜉)൯ா– скалярное произведение на плоскости. Применив неравенство 
Минковского, изменив порядок интегрирования и замены переменных 𝑦 =  𝑥 + 𝑠 𝜉, 
получим 

൭න|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|௤

ா

𝑑𝑥

ଵ
௤

≤ න ൭න ቚ൫𝜉, ∇𝑓(𝑥 + 𝑠𝜉)൯ாቚ
௤

ா

𝑑𝑥൱

ଵ
௤

|௧|

଴

𝑑𝑠 =  

න ൭න|(∇𝑓(𝑦), 𝜉)ா|௤

ா

𝑑𝑦

ଵ
௤

|௧|

଴

𝑑𝑠 ≤ |𝑡| ൭න|∇𝑓(𝑦)|௤

ா

𝑑𝑦

ଵ
௤

. 

Неравенство (23) доказано. 
Пусть 𝑡 =  (ℎ, 0), 𝑡 =  (0, ℎ), тогда из (23) вытекают неравенства 

ฮ∆௝
௛𝑓ฮ

௤
≤ ‖∇𝑓‖௤, 𝑗 =  1, 2. 

Отсюда и из соотношений (22), (23) следует, что семейства  
ฮ∆௝

௛(𝜕௭̅𝑤)ฮ
௤

, ฮ∆௝
௛𝑓ฮ

௤
 =  ฮ∆௝

௛𝐴𝑤ฮ
௤

 , 𝑗 =  1, 2  

равномерно ограничены по ℎ ∈ 𝑅 в 𝐿௤(𝐸). Следовательно, найдется последователь-
ность {ℎ௡} ⊂ 𝑅 такая, что 

∆௝
௛೙(𝜕௭̅𝑤) ⇀ 𝜒௝, 𝑗 =  1, 2, ∆௝

௛೙(𝜕௭𝑤) ⇀ 𝜒௝, 𝑗 =  3, 4, ∆௝
௛೙𝑓 =  ∆௝

௛೙𝐴𝑤 ⇀ 𝜒௝, 𝑗 =  5, 6 

при ℎ௡ → 0 в 𝐿௤(𝐸). 
Покажем, что 𝜒ଵ равна производной 𝜕௫భ𝜕௭̅𝑤. Действительно, имеем 

න ∆ଵ
௛(𝜕௭̅𝑤)𝜑𝑑𝑥

ா

 =  − න 𝜕௭̅𝑤
ா

∆ଵ
ି௛𝜑𝑑𝑥, 𝜑 ∈ 𝐶଴

ஶ(𝐸). 

Отсюда, после предельного перехода при ℎ௡ → 0, получим 
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න 𝜒ଵ𝜑𝑑𝑥
ா

 =  − න 𝜕௭̅𝑤
ா

𝜕௫భ𝜑 𝑑𝑥 =  ൫𝜕௫భ𝜕௭̅𝑤, 𝜑൯, 𝜑 ∈ 𝐶଴
ஶ(𝐸), 

где (·,·) – значение обобщенной функции. Значит,  
𝜒ଵ  =  𝜕௫భ𝜕௭̅𝑤 ∈ 𝐿௤(𝐸). 

Аналогично получим 
𝜒ଶ  =  𝜕௫మ𝜕௭̅𝑤 ∈ 𝐿௤(𝐸), 𝜒ଷ  =  𝜕௫భ𝜕௭𝑤 ∈ 𝐿௤(𝐸),  𝜒ସ  =  𝜕௫మ𝜕௭𝑤, 

𝜒ହ  =  𝜕௫భ𝐴𝑤 =  𝜕௫భ𝑓,  𝜒଺  =  𝜕௫మ𝐴𝑤 =  𝜕௫మ𝑓. 
Из этих равенств следует, что производные второго порядка 𝜕௭̅௭̅

ଶ 𝑤,  𝜕௭̅௭
ଶ 𝑤,  𝜕௭௭̅

ଶ 𝑤, 𝜕௭ ௭
ଶ 𝑤 

существуют и принадлежат вместе с производными первого порядка 𝜕௭⃑𝑤,  𝜕௭𝑤 про-
странству 𝐿௤(𝐸). Следовательно, по теореме вложения 𝜕௭⃑𝑤 и 𝜕௭𝑤 принадлежат 𝐿ஶ(𝐸) и 
удовлетворяют условиям Гельдера с показателем 𝛼 =  (𝑞 − 2) 𝑞⁄  на всей плоскости. 

Теорема 2 доказана. 
 

1.4. Свойства сглаживания функций по Стеклову 
Пусть 𝜑(𝑥) – функция, определенная во всем пространстве ℝ௡, 𝑛 ≥ 1. Сглажи-

ванием по Стеклову функции 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ௡ называется функция, определенная равен-
ством 

𝜑ఌ(𝑥)  =  ∫ 𝜑


(𝑥 − 𝜀𝜔)𝑑𝜔, 𝑥𝜖ℝ௡,  (24) 

где 𝜀 – малый параметр, 0 < 𝜀 < 1, 𝜔 – точка единичного куба  =  ቂ− ଵ
ଶ

, ଵ
  ଶ

ቃ
௡
 с цен-

тром в нуле. 
В виде (24) сглаживание по Стеклову применяется в вопросах усреднения диф-

ференциальных уравнений (см. например, [1]). При этом используются 𝐿ଶ-свойства 
сглаживания (24). Здесь мы получаем аналоги этих свойств в 𝐿௤ – пространствах. 

Свойство 1. Пусть 𝜑 ∈  𝐿௤(ℝ௡), 1 ≤ 𝑞 < +∞, тогда 𝜑ఌ ∈ 𝐿௤(ℝ௡) и имеет место 
оценка 

‖𝜑ఌ‖௅೜(ℝ೙) ≤ ‖𝜑‖௅೜(ℝ೙) . (25) 
Доказательство. Применив неравенство Минковского для интегралов и изме-

нив порядок интегрирования, получим 

‖𝜑ఌ‖௅೜(ℝ೙)
௤  =  න อන 𝜑



(𝑥 − 𝜀𝜔)𝑑𝜔อ
௤

ℝ೙

𝑑𝑥 ≤ 

≤ න න|𝜑(𝑥 − 𝜀𝜔)|௤

ℝ೙

𝑑𝜔𝑑𝑥 =  න ൭ න|𝜑(𝑥 − 𝜀𝜔)|௤

ℝ೙

𝑑𝑥൱


𝑑𝜔. 

В последнем интеграле сделаем замену 𝑥 − 𝜀𝜔 =  𝑡. Тогда, с учетом того, что объем 
единичного куба   равен единице,  

න 𝑑𝜔


 =  ||  =  1, имеем ‖𝜑ఌ‖௅೜(ℝ೙)
௤ ≤  ‖𝜑‖௅೜(ℝ೙)

௤  .                          

Отсюда следует (2). 
Свойство 2. Пусть 𝜑 принадлежит пространству Соболева 𝑊௤

ଵ(ℝ௡), 
1 ≤ 𝑞 < +∞. Тогда имеют место оценки 

න|𝜑(𝑥 − 𝜀𝜔) − 𝜑(𝑥)|௤

ℝ೙

𝑑𝑥 ≤ 𝜀௤|𝜔|௤  න|∇𝜑|௤

ℝ೙

𝑑𝑥, 𝜔 ∈ ,  (26) 
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න อන 𝜑(𝑥 − 𝜀𝜔)𝑑𝜔 − 𝜑(𝑥)


อ
௤

ℝ೙

𝑑𝑥 ≤ 𝜀௤ ቆ√𝑛
2 ቇ

௤

 න|∇𝜑|௤

ℝ೙

𝑑𝑥.   (27) 

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝑊௤
ଵ(ℝ௡), 𝑡 =  |𝑡| ∙ 𝜉 ∈ ℝ௡, где 𝜉 ∈ ℝ௡ – произволь-

ный единичный вектор |𝜉|  =  1. Тогда имеем 

𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)  =  න
𝑑

𝑑𝑠

|௧|

଴

𝑓(𝑥 + 𝑠𝜉)𝑑𝑠 =  න (∇𝑓(𝑥 + 𝑠𝜉), 𝜉)
|௧|

଴

 𝑑𝑠, 

где (∇𝑓(𝑥 + 𝑠𝜉), 𝜉) – скалярное произведение в ℝ௡. Отсюда, применив неравенство 
Минковского, изменив порядок интегрирования и замены переменных 𝑥 + 𝑠𝜉 =  𝑦, по-
лучим 

൭ න|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)|௤

ℝ೙

𝑑𝑥൱
ଵ/௤ 

≤ න ൭ න|(∇𝑓(𝑥 + 𝑠𝜉)
ℝ೙

|௧|

଴

, 𝜉)|௤𝑑𝑥ቍ

ଵ/௤

𝑑𝑠 =  

=  න ൭ න|(∇𝑓(𝑦)
ℝ೙

|௧|

଴

, 𝜉)|௤𝑑𝑦ቍ

ଵ/௤

 𝑑𝑠 ≤ |𝑡| ൭ න|∇𝑓|௤

ℝ೙

𝑑𝑥൱
ଵ/௤

. 

Значит, 
‖𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)‖௅೜(ℝ೙) ≤ |𝑡| ‖∇𝑓‖௅೜(ℝ೙), 𝑡 ∈ ℝ௡.  (28) 

Полагая в (28) 𝑓 =  𝜑, 𝑡 =  −𝜀𝜔, получим (26).  
Проинтегрируем (26) по 𝜔 и применим неравенство Коши–Буняковского. В ре-

зультате получим (27). 
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Abstract. To average elliptic equations, it is sufficient to have an unambiguously solvable 
problem in the entire space and the corresponding a priori estimates. This makes it possible to study 
various aspects of averaging not only in the entire space, but also in limited areas. Divergent elliptic 
equations have a uniquely solvable problem in R^n and corresponding a priori estimates (see [1–6]). 
In the case of non-divergent equations, the problems in the entire space are poorly studied. 

The article considers the problem on the entire plane for the Beltrami equation. A priori esti-
mates are obtained, the hypoellipticity of the equation with a constant coefficient is proved. The prop-
erties of smoothing functions by Glass in L_p-spaces are described. The results obtained will be used 
in the future in the questions of averaging the Beltrami equation. 
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