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Аннотация. В статье рассматривается смешанная задача для обыкновенного диффе-
ренциального уравнения четвертого порядка с общими краевыми условиями. Решение задачи 
найдено вычетным методом. По схеме этого метода смешанная задача разбивается на две вспо-
могательные – спектральную задачу и задачу Коши. После исследования этих двух задач реше-
ние рассматриваемой смешанной задачи найдено в виде вычетного ряда. Показано, что реше-
ние рассматриваемой смешанной задачи охватывает не только параболические уравнения по 
Шилову, но и более широкие классы уравнений.  

Ключевые слова: собственные значения, функция Грина, характеристический опреде-
литель, спектральная задача, формула разложения. 

 
Introduction 

As known from there are many processes connecting with process of heat conductivity 
and the diffusion movement are brought to the solution of Cauchy or mixed problems for par-
abolic equations [1–4].The study of the diffusion movement and heat conductivity process is 
of great importance in the mechanics of liquids and gases [5–7]. Thus, the study of the heat 
transfer process when laying rods of the same length with different heat transfer coefficients 
is expressed by differential equations in partial derivatives of the fourth order [8–10]. These 
equations usually reduce to equations of parabolic type in the sense of Petrovski [11–13]. 
There are more general equations of parabolic type than equations of parabolic type in the 
sense of Petrovski, for example, equations of parabolic type in the sense of Shilov [14–17]. 
Note, that some problems in quantum mechanics reduced to parabolic type equations in the 
sense of Shilov. 

 
Statement of the problem 

Consider the following problem: 
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where pk , pk  ( 4,1p , 3,1k ) are complex numbers, xq  and x  are complexvalued 

functions. 
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After application integral transformation  
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to the problem (1)–(3), we’ll get following spectral problem: 
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Roots of the characteristic equation in the sense of Birkhof corresponding to the equa-
tion (4) are found as follows [18]:  
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To find asymptotic of fundamental solutions of the equation (4) let’s divide a complex 
plane  into eight sectors by the following way [16]:  
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At 1,01Cxq   in the each sectors 8,1kSk  at large values of  the asymptotics of 

fundamental solution of the equation (4) have the following representation [18]: 
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Green function of the spectral problem (4), (5) has the form [16]: 
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  is called a characteristic determinant and is found as follows 
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and auxiliary determinant ,,x  is found as follows  



Ахмедов С.З., Касумов Р.А., Аббасова А.Х. Нахождение решения одной смешанной задачи для  
дифференциального уравнения четвертого порядка с производными в граничных условиях 
 
 

Вестник Дагестанского государственного университета 
Серия 1. Естественные науки. 2023. Том 38. Вып. 2 

92 

443424144

433323133

423222122

413121111

4321 ,,,,,,

,,

yLyLyLyLgL

yLyLyLyLgL

yLyLyLyLgL

yLyLyLyLgL

xyxyxyxyxg

x

x

x

x

x

 ,                                            (9) 

where Cauchy function ,,xg  is found as follows [16] 
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,4kV  is an algebraic complement of the fourth row element of Wronskian ,V . 

To find the asymptotic of eigen values of spectral problem (4), (5) let’s introduce the 
following notations: 
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Now to find asymptotic of eigenvalues of spectral problem (4), (5) consider the fol-
lowing theorem: 

Theorem 1. Suppose, that pkpk , )3,1;4,1(  kp  are complex numbers and )(xq  

is complex-valued function, which has first order continuous derivatives on 1,0 . Then the 

zeros of the characteristic determinant   are countable set, single limit points of which is 

  and the following formulas for the asymptotic zeros are true:  
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Proof 
Based on the property of determinant, the  , found by formula (8) can be rewritten 

as follows: 
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To find the main part of determinant   let’s use the traditional method, that is 
equate the real part of exponents in pairs and selecting the straight lines or semi-straights, 
we’ll get [18]: 
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Choose those of the semi-strips, constructed from the above-mentioned semi-straights, 
where the main part of )( hasan infinite number of zeroes. Let’s denote as )(k and 

)(k )4,1( k  these kinds of semi-strips and defined there the main parts of the determi-

nant )( , correspondingly. Thus, the semi-strips )(k and )(k – the main part of )(  

are defined as follows: 
Consider the main part of )(  in the first quarter [19]:  
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In the second quarter the main part has the form: 
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The main part in the third quarter has the form 
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Here 0  and R  is sufficiently large number. 
Firstly, solve equation 0)(1  . For that introduce following notations: 
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After solution of the equation 0)(11   we’ll get: 
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To find roots of the equation 0)(1   consider a following formulas [20] 
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It is easy to check, that n1  are simple poles of the function )(11 . According to that, we’ll 
get 
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Taking into account n1  and )1(1g  into the last equality, we’ll get: 
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After solution the equation )4,3,2(0)(  kk  by the same way we’ll get following as-
ymptotic formulas: 
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Substituting )4,3,2( kkn  into equalities for 4

kn )4,3,2( k  we’ll get formula (10). 
The theorem is proved. 

As it is known, that at 0)(Re xq , 10  x  equation (1) is parabolic in the sense of 
Shilov [21]. A following theorem allows us to find solution of the mixed problem (1)–(3) not 
only in case of parabolic in the sense of Shilov, but also wider classes: 

Theorem 2. Suppose, that functions )(xg and )(x  are satisfies to a following condi-

tions 1,01Cxq  , 1,02Cx  , 01010  , 0)(Re xq .If 00 A , coef-

ficients of the boundary conditions are complex numbers and 
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here ,,xG  is a Green function of the corresponding spectral problem, kn

,...3,2,1;4,1  nk  are all zeroes of the characteristic determinant )( . 
Proof. Let’s search solution of the mixed problem (1)–(3) as follows 
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Taking into account (12) into (1) and (2) we can find function ,,tz  in such form  
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Taking into account the last into (13), we’ll get formula (12). 
From condition 00 A  can be said, that problem (4), (5) is regular [16; 18]. It means, 

that out of 0  neighborhood of zeros of the characteristic determinant )(  inequality  
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is true, where ,,xM k  are positive, bounded with respect to x  and  functions and ana-

lytic function with respect to -complex parameter. At the same time, under condition 
00 A  and 1,01Cxq  , 1,02Cx  , 01010   for the function x  

following formula of decomposition is true [16]: 
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Taking into account (15) we can see that series given by formula (12) satisfies to initial condi-
tion. As the Green function ,,xG  is a solution of the homogeneous equation, correspond-
ing to (4), (5), the series (12) formally satisfies to the boundary condition (2). 

It is necessary for (12) and series, obtaining by differentiating it four time with respect 
to x , and ones with respect to toconvergence uniformly and absolutely. For that, taking into 
account conditions of the theorem and asymptotic of eigenvalues, defined by formula (10) 
we’ll get: 
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It shows, that if 0Re
1

0

 dq  and formula satisfies according toWeierstrass theorem the 

functional series (12) uniformly and absolutely convergence. It means that our search formal 
operations are justified. 

The theorem is proved. 
 

References 
1. Shilov G.E. On conditions of correctness of Cauchy's problem for systems of partial 

differential equations with constant coefficients // Uspekhi Matematicheskikh Nauk. 1955. 
Vol. 10, no. 4. – Pp. 89–100. (In Russian). 

2. Gel'fand I. and Shilov G. Generalized functions // Theory of Differential Equations. 
– Boston, MA: Academic Press, 1967. 

3. Eidelman S.D., Ivasishen S.D. and Porper F.O. The VLiouville theorems for sys-
tems parabolic by Shilov // Central European Journal of Mathematics. 1961. Vol. 169, no. 6. – 
P. 179. (In Russian). 

4. Gorodetskii V.V. The Cauchy problem for Shilov parabolic equations in classes of 
generalized periodic functions // Central European Journal of Mathematics. 1988. Vol. 10, no. 
5. – Pp. 82–84. (In Russian). 

5. Litovchenko V.A. One method for the investigation of fundamental solution of the 
Cauchy problem for parabolic systems // Ukrainian Mathematical Journal. 2018. Vol. 70. – 
Pp. 922–934.  



Ахмедов С.З., Касумов Р.А., Аббасова А.Х. Нахождение решения одной смешанной задачи для  
дифференциального уравнения четвертого порядка с производными в граничных условиях  
 

Вестник Дагестанского государственного университета 
Серия 1. Естественные науки. 2023. Том 38. Вып. 2 

97 

6. Litovchenko V.A. The Cauchy problem for Shilov parabolic equations // Siberian 
Mathematical Journal. 2004. Vol. 45, no. 4. – Pp. 669–679.  

7. Luo L.P., Wang Y.Q. and Gong Z.G. New criteria for oscillation of vector parabolic 
equations with the influence of impulse and delay // Acta Scientiarum Naturalium Universita-
tis Sunyatseni. 2012. Vol. 51, no. 2. – Pp. 45–48. 

8. Gel'fand I.M. and Shilov G.E. Spaces of basic and generalized functions”. – Else-
vier; Amsterdam; 1958. (In Russian). 

9. Pukal'skii I.D. and Yashan B.O. The Cauchy problem for parabolic equations with 
degeneration // Advances in Mathematical Physics. 2020. Article ID 1245143. – Pp. 1–7. 

10. Kostic M., Shilov E. Parabolic Systems // Bulletin. 2012. Vol. 37. – Pp. 19–39.  
11. Zhitomirskii Y.I. Cauchy problem for some types of systems of linear equations, 

which are parabolic by G.E. Shilov, with partial derivatives with continuous coefcients // 
Izvestiva Rosstiskoi Academic Nauk. 1959. Vol. 23. – Pp. 925–932. (In Russian). 

12. Litovchenko V.A. and Dovzhitska I.M. The fundamental matrix of solutions of the 
Cauchy problem for a class of parabolic systems of the Shilov type with variable coefficients 
// Journal of Mathematical Sciences. 2011. Vol. 175, no. 4. – Pр. 450–476. 

13. Litovchenko V.A. and Dovzhytska I.M. Cauchy problem for a class of parabolic 
systems of Shilov type with variable coefficients // Central European Journal of Mathematics. 
2012. Vol. 10, no. 3. – Pp. 1084–1102. 

14. Litovchenko V.A. and Dovzhytska I.M. Stabilization of solutions to Shilov-type 
parabolic systems with nonnegative genus // Siber Mathematics Journal. 2014. Vol. 55, no. 2. 
– Pp. 276–283.  

15. Berdyshev A.S., Amanov D. On Volterness of boundary-value problem for the 
fourth order equation // Proceedings 153 of International Scientific Conference “Differential 
Equations and their Applications”. – Samara, Russia, 2002. – Рp. 17–19. 

16. Rasulov M.L. Method of Contour Integration. – Amsterdam: North Holland Pub-
lishing company, 1967. – 439 p. 

17. Petrovskii I.G. On the Cauchy problem for systems of equations with partial deriv-
atives in a domain of nonanalytic functions // Bulletin. 1938. Vol. 1, no. 7. – Pp. 1–72. (In 
Russian). 

18. Naimark M.A. Linear Differential Operators. – Amsterdam: Larousse Harrap Pub-
lishers, 1967. – 352 p. 

19. Mammadov Yu.A., Ahmadov S.Z. Finding asymptotics of eigenvalues of the fourth 
order differential operators // Neüs of Baku State University. 2018. No. 4. – P. 5–10. 

20. Sadovnichiy V.A., Lyubishkin V.A., Belabassy V.Yu. On zeros of entire functions of 
one class // Proceedings of the I.Q. Petrovsky seminar. – Moscow, 1982. Iss. 8. – Pp. 211–217. 

21. Eidelman S.D. Parabolic Systems. – Amsterdam; Netherland, 1969. 
 

Литература 
1. Шилов Г.Е. Об условиях корректности задачи Коши для систем уравнений в 

частных производных с постоянными коэффициентами // Успехи математических наук. 
1955. Т. 10, № 4. – С. 89–100.  

2. Гельфанд И., Шилов Г. Обобщенные функции // Теория дифференциальных 
уравнений. – Бостон, Массачусетс: Академик Пресс, 1967.  

3. Эйдельман С.Д., Ивасишен С.Д., Порпер Ф.О. Теоремы В. Лиувилля для пара-
болических систем Шилова // Центрально-Европейский математический журнал. 1961. 
Т. 169, № 6. – С. 179.  



Ахмедов С.З., Касумов Р.А., Аббасова А.Х. Нахождение решения одной смешанной задачи для  
дифференциального уравнения четвертого порядка с производными в граничных условиях 
 
 

Вестник Дагестанского государственного университета 
Серия 1. Естественные науки. 2023. Том 38. Вып. 2 

98 

4. Городецкий В.В. Задача Коши для параболических уравнений Шилова в клас-
сах обобщенных периодических функций // Центрально-Европейский математический 
журнал. 1988. Т. 10, № 5. – С. 82–84.  

5. Литовченко В.А. Об одном методе исследования фундаментального решения 
задачи Коши для параболических систем // Украинский математический журнал. 2018. 
Т. 70. – С. 922–934.  

6. Литовченко В.А. Задача Коши для параболических уравнений Шилова // Си-
бирский математический журнал. Т. 45, № 4, 2004. – С. 669–679. 

7. Луо Л.П., Ван Ю.К., Гонг З.Г. Новые критерии осцилляции векторных парабо-
лических уравнений с влиянием импульса и запаздывания // Университет Чжуншань им. 
Сунь Ятсена, 2012. Т. 51, № 2. – С. 45–48. 

8. Гельфанд И.М., Шилов Г.Е. Пространства основных и обобщенных функций. – 
Эльзевир; Амстердам, 1958.  

9. Пукальский И.Д., Яшан Б.О. Задача Коши для параболических уравнений с 
вырождением // Успехи математической физики. 2020. ID статьи 1245143. – С. 1–7.  

10. Костич М., Шилов Г.Е. Параболические системы // Бюллетень. 2012. Вып. 
37. – С. 19–39.  

11. Житомирский Ю.И. Задача Коши для некоторых типов систем линейных 
уравнений, являющихся параболическими по Г.Е. Шилову, с частными производными и 
непрерывными коэффициентами // Известия Российской академии наук. 1959. Т. 1. – 
С. 925–932.  

12. Литовченко В.А., Довжицкая И.М. Фундаментальная матрица решений зада-
чи Коши для одного класса параболических систем типа Шилова с переменными коэф-
фициентами // Журнал математических наук. 2011. Т. 175, № 4, – С. 450–476. 

13. Литовченко В.А., Довжицкая И.М. Задача Коши для одного класса парабо-
лических систем типа Шилова с переменными коэффициентами // Центрально-
Европейский математический журнал. 2012. Т. 10, № 3, – С. 1084–1102. 

14. Литовченко В.А., Довжицкая И.М. Стабилизация решений параболических 
систем типа Шилова с неотрицательным родом // Сибирский математический журнал. 
2014. Т. 55, № 2. – С. 276–283. 

15. Бердышев А.С., Аманов Д. О вольтерности краевой задачи для уравнения 
четвертого порядка // Материалы 153-й Международной научной конференции «Диф-
ференциальные уравнения и их приложения». – Самара, 2002. – С. 17–19.  

16. Расулов М.Л. Метод контурного интеграла. – Амстердам: Издательство Се-
верной Голландии, 1967. – 439 с.  

17. Петровский И.Г. О задаче Коши для систем уравнений с частными произ-
водными в области неаналитических функций // Бюлл. 1938. Т. 1, № 7. – С. 1–72. (На 
русском языке).  

18. Наймарк М.А. Линейные дифференциальные операторы. – Амстердам: 
Larousse Harrap, 1967. – 352 с.  

19. Мамедов Ю.А., Ахмедов С.З. Нахождение асимптотики собственных значе-
ний дифференциальных операторов четвертого порядка // Вестник Бакинского государ-
ственного университета. 2018. № 4. – С. 5–10.  

20. Садовничий В.А., Любишкин В.А., Белабасский В.Ю. О нулях целых функций 
одного класса // Материалы семинара И.К. Петровского. – М., 1982. Вып. 8. – С. 211–217.  

21. Эйдельман С.Д. Параболические системы. – Амстердам; Нидерланды, 1969. 
 

Поступила в редакцию 19 мая 2023 г. 
 



Ахмедов С.З., Касумов Р.А., Аббасова А.Х. Нахождение решения одной смешанной задачи для  
дифференциального уравнения четвертого порядка с производными в граничных условиях  
 

Вестник Дагестанского государственного университета 
Серия 1. Естественные науки. 2023. Том 38. Вып. 2 

99 

UDC 517.928 
 
DOI: 10.21779/2542-0321-2023-38-2-90–99 

 
Finding of a Solution of One Mixed Problem for a Fourth-order Differential Equation 

with Derivatives in Boundary Conditions  
 

S.Z. Ahmadov1, R.A. Gasimov2, A.Kh. Abbasova1 
 

1 Baku State University; Azerbaijan, Baku, Academician Zahid Khalilov st., 33; 
salehakhmedov1973@gmail.com, aygun_abbasova@bk.ru 

2 Lankaran State University; Azerbaijan, Lankaran, AZ General Hazi Aslanov alley, 
50; resid5757@mail.ru 
 

Abstract. Mixed problem for the fourth-order ordinary differential equation with general 
boundary conditions is considered in present paper. The solution of the problem is found by the de-
ductible method. Following the scheme of this method, the mixed problem is divided into two auxilia-
ry ones –spectral and the Cauchy problems. After studying these two problems, solution of the consid-
ered mixed problem is found by the deductive series. It is shown, that solution of considered mixed 
problem covers not only parabolic Shilov equations, but also wider classes of equations. 
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