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В работе рассматривается вопрос оценки определителя Фредгольма ядра одного инте-

грального оператора, имеющего самые различные приложения в широком круге задач анализа, 
математической физики, механики. В процессе исследований спектральных свойств самосо-
пряжённых операторов квантовой механики в импульсном представлении были изучены свой-
ства интегральных операторов рассматриваемого в работе вида оператора. Собственные числа 
данного оператора являются корнями определителя Фредгольма его ядра. 
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Введение 
Пусть функция 𝑣(𝑥⃗) определена на 𝑅ଷ и удовлетворяет условию 

                              |𝑣(𝑥⃗)| ≤ 𝑐଴(1 + |𝑥⃗|)ିఈ,                                                    (1) 
где c଴ > 0 , 𝑎 > 3 – некоторые постоянные. В общем случае не исключено,  
что 𝑣(xሬ⃗ ) принимает и комплексные значения. 

Рассмотрим интегральный оператор К, порождаемый равенством 
                       𝑓(xሬ⃗ ) = К𝜑(𝑥⃗) = ∫ К(𝑥⃗, 𝑦⃗)𝜑(𝑦⃗) 𝑑𝑦⃗

ୖయ ,                            (2) 
с ядром вида 

К(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝑧) =
𝓈 + 𝑧

(|𝑦⃗|ଶ + 𝓈)(|𝑦⃗|ଶ − 𝑧)
[𝑣(𝑥⃗ − 𝑦⃗) – 

−
ଵ

𝓈ା௭
න

௩(௫⃗ି௬ሬ⃗ )௩(௨ሬሬ⃗ ି௬ሬ⃗ )൫|௬ሬ⃗ |మା𝓈൯

|௨ሬሬ⃗ |మା𝓈
𝑑𝑢ሬ⃗ ]

ோయ

,                    (3) 

 
где 𝓈 > 0,   𝑧 ∉ (0, +∞),    𝓈 + 𝑧 ≠ 0 на подпространстве функций  

𝐷(𝐾) = ቊ𝜑 ∈ 𝐿ଶ(𝑅ଷ)ቤ න (1 + |𝑥⃗|ଶ)ଶห𝜑|𝑥⃗|ห
ଶ

𝑑𝑥⃗
ோయ

< ∞ቋ              (4) 

гильбертова пространства 𝐿ଶ(𝑅ଷ) . 
Интегральные операторы вида (2) встречаются в вопросах математической фи-

зики, задачах анализа, квантовой механики. При исследовании спектральных свойств 
гамильтонианов квантовой механики в импульсном представлении унитарное преобра-
зование Фурье искомых операторов приводит к рассмотрению операторов типа (2)  
[1; 2]. При построении и изучении резольвент импульсных представлений операторов 
квантовой механики необходимо исследовать решение уравнений вида 

𝜑|𝑥⃗| + К𝜑|𝑥⃗| =  𝑔|𝑥⃗| 
в соответствующих подпространствах функций [1; 5]. 

Для решения интегральных уравнений Фредгольма второго рода – приведённого 
вида – применяется известный метод определителей Фредгольма. Преимущество этого 
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метода состоит в том, что особые точки оператора, при которых решение не существу-
ет, – это нули определителя Фредгольма, являющегося целой функцией от входящего в 
ядро параметра [4; 5]. 

1. Оценка функции, порождающей ядро оператора 
Введём в рассмотрение функцию  

𝑤(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝑧) = 𝑣(𝑥⃗ − 𝑦⃗) −
ଵ

𝓈ା௭
න

௩(௫⃗ି௬ሬ⃗ )௩(௨ሬሬ⃗ ି௬ሬ⃗ )൫|௬ሬ⃗ |మା𝓈൯

|௨ሬሬ⃗ |మା𝓈
𝑑𝑢ሬ⃗ ]

ୖయ

,    (5) 

зависящую от двух векторов 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ Rଷ  и числовых параметров ƾ и z. Как нетрудно уви-
деть, 

𝑅(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝑧) =
𝓈ା௭

(|௬ሬ⃗ |మା𝓈)(|௬ሬ⃗ |మି௭)
𝑤(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝑧).              (6) 

Теорема 1. Пусть функция 𝑣(𝑥⃗) удовлетворяет условию (1),𝓈 ≥ 1, 𝓈 + 𝑧 ≠ 0 и  
𝐶ଵ = ∫ |𝑣(𝑥⃗)| 𝑑𝑥⃗

ோయ . 
Тогда для функции 𝑤(𝑥⃗, 𝑦⃗; ƾ, 𝑧), определённой согласно (5), на R଺ имеет место оценка 

|𝑤(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝑧)| ≤ |𝑣(𝑥⃗ − 𝑦⃗)| + 𝐶ଵ
஼బ

|𝓈ା௭|
.                       (7) 

Доказательство. Введём функцию 

ρ(uሬ⃗ , 𝑦;ሬሬሬ⃗ 𝓈) =
௩(௨ሬሬ⃗ ି௬ሬ⃗ )൫|௬ሬ⃗ |మା𝓈൯

|௨ሬሬ⃗ |మା𝓈
. 

Положив 𝑦⃗ − 𝑢ሬ⃗ = ℎሬ⃗ , согласно условию (1) мы придём к неравенству 

|𝜌(𝑢ሬ⃗ , 𝑦;ሬሬሬ⃗ 𝓈)| ≤ 𝐶଴൫1 + หℎሬ⃗ ห൯
ି௔

ቆ1 +
ଶ|௨ሬሬ⃗ |ห௛ሬሬ⃗ หାห௛ሬሬ⃗ ห

మ

|௨ሬሬ⃗ |మା𝓈
ቇ.   (8) 

Если |𝑢ሬ⃗ | ≤ 1, то в силу условия 𝓈 ≥ 1  при любом ℎሬ⃗ ∈ 𝑅ଷ имеем, что 

1 +
ଶ|௨ሬሬ⃗ |ห௛ሬሬ⃗ หାห௛ሬሬ⃗ ห

మ

|௨ሬሬ⃗ |మା𝓈
≤ ൫1 + หℎሬ⃗ ห൯.ଶ                                           (9) 

Следовательно, согласно (1), (8), (9) мы придём к неравенству  

|𝜌(𝑢ሬ⃗ , 𝑦;ሬሬሬ⃗ 𝓈)| ≤ 𝐶଴൫1 + หℎሬ⃗ ห൯
ି௔ାଶ

, 
откуда   

|𝜌(𝑢ሬ⃗ , 𝑦;ሬሬሬ⃗ 𝓈)| ≤ 𝐶଴.                                                    (10) 
Пусть теперь |𝑢ሬ⃗ | > 1. Поскольку в этом случае имеют место очевидные неравен-

ства  

2หℎሬ⃗ ห + หℎሬ⃗ ห
ଶ

/|𝑢ሬ⃗ | ≤ (1 + หℎሬ⃗ ห
ଶ

) − 1 ,            |𝑢ሬ⃗ | + 𝓈/|𝑢ሬ⃗ | > 1 

для любого вектора ℎሬ⃗ ∈ 𝑅ଷ, то справедливо соотношение  

2หℎሬ⃗ ห + หℎሬ⃗ ห
ଶ

/|𝑢ሬ⃗ |

|𝑢ሬ⃗ | + 𝓈/|𝑢ሬ⃗ |
≤ (1 + หℎሬ⃗ ห

ଶ
) − 1. 

 
В силу очевидности равенства 

2|𝑢ሬ⃗ |หℎሬ⃗ ห + หℎሬ⃗ ห
ଶ

|𝑢ሬ⃗ |ଶ +  𝓈
=

2หℎሬ⃗ ห + หℎሬ⃗ ห
ଶ

|𝑢ሬ⃗ |ൗ

|𝑢ሬ⃗ | + 𝓈 |𝑢ሬ⃗ |⁄
 

из последнего неравенства получаем, что 

2|𝑢ሬ⃗ |หℎሬ⃗ ห + หℎሬ⃗ ห
ଶ

|𝑢ሬ⃗ |ଶ +  𝓈
≤ ൫1 + หℎሬ⃗ ห൯

ଶ
− 1 

при    |𝑢ሬ⃗ | > 1    и любом векторе    ℎሬ⃗ ∈ 𝑅ଷ. 
В этом случае имеет место неравенство (9), из которого согласно (1), (8) получа-

ется неравенство (10). 
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Итак, нами обосновано, что для любых двух векторов 𝑢ሬ⃗ , 𝑦⃗ из 𝑅ଷ при 𝓈 ≥1 спра-
ведливо неравенство (10). 

Согласно соотношению (5) и определению функции 𝑤 имеем очевидное нера-
венство 

|𝓌(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝓏)| ≤ |𝑣(𝑥⃗ − 𝑦⃗)| + 

+
1

|𝓈 + 𝓏|
න|𝑣(𝑥⃗ − 𝑢ሬ⃗ )| ቂmax

௨ሬሬ⃗
|𝜌(𝑢ሬ⃗ , 𝑦⃗; 𝓈)|ቃ 𝑑𝑢ሬ⃗

ோయ

 

и 
                      ∫ |𝑣(𝑥⃗ − 𝑢ሬ⃗ )| 𝑑𝑢ሬ⃗

ோయ = ∫ |𝑣(𝑢ሬ⃗ )| 𝑑𝑢ሬ⃗
ோయ = 𝐶ଵ,   ∀𝑥⃗ ∈ 𝑅ଷ. 

 
Согласно неравенству (10) мы получим требуемое соотношение (7), что и требо-

валось доказать. 
В силу того, что согласно (1) справедливо неравенство 

|𝑣(𝑥⃗ − 𝑦⃗)| ≤  𝐶଴ ,      𝑥,ሬሬሬ⃗ 𝑦⃗ ∈ 𝑅ଷ, 
из доказанной теоремы следует 

|𝓌(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝓏)| ≤  𝐶଴ ൬1 +
𝑐ଵ

|𝓈 + 𝓏|
൰ ,      𝑥,ሬሬሬ⃗ 𝑦⃗ ∈ 𝑅ଷ .                                   (11) 

Обратим внимание на следующий факт: в случае абсолютной интегрируемости 
функции 𝑣(𝑥⃗) на 𝑅ଷ полученные оценки (7) и (11) справедливы и при 𝛼 > 2. 

При постоянных значениях числовых параметров 𝓈 и 𝓏 функция 𝑤(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝓏) за-
висит от двух векторов и задана на пространстве 𝑅ଷ. На неограниченном его простран-
стве 

𝑥⃗ − 𝑦⃗ = 𝑢ሬ⃗ = 𝒸ℴ𝓃𝓈𝓉. 
Искомая функция 𝑣(𝑥⃗, 𝑦⃗), следовательно, и функция 𝓌(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝓏) принимают 

одно и то же значение. Поэтому не удается получить более тонкие оценки, нежели по-
лученные (7) и (11). 

2. Оценка определителя Фредгольма ядра оператора 
Рассмотрим функциональный определитель со стандартным обозначением [4; 6]. 

𝐾 ൬
𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡

𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡
൰ = ተ

𝐾(𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଵ) 𝐾(𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗ଶ)

𝐾(𝑥⃗ଶ, 𝑥⃗ଵ) 𝐾(𝑥⃗ଶ, 𝑥⃗ଶ)

… 𝐾(𝑥⃗ଵ, 𝑥⃗௡)

… 𝐾(𝑥⃗ଶ, 𝑥⃗௡)
… …

𝐾(𝑥⃗௡, 𝑥⃗ଵ) 𝐾(𝑥⃗௡, 𝑥⃗ଶ)
… …
… 𝐾(𝑥⃗௡, 𝑥⃗௡)

ተ.              (12) 

Интеграл ∆௡(𝓏, 𝓈)от данного определителя 

∆௡(𝓏, 𝓈) = ඲ 𝐾 ൬
𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡

𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡
൰ ෑ 𝑑𝑥⃗௜

௡

௜ୀଵ
(ோయ)೙

                       (13) 

называется в математической литературе для кратности также определителем. Заметим, 
что в (12), (13) определители и функции зависят и от числовых параметров 𝓏 и 𝓈. 

Аналогично по формуле (12) введен определитель 

𝒲 ൬
𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡

𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡
൰, 

порождаемый функцией  𝒲(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓏, 𝓈), которая задается формулой (5). Согласно (5), 
(12), (13) имеет место равенство 
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𝐾 ൬
𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡

𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡
൰ = (𝓈 + 𝓏)௡

𝒲 ൬
𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡

𝑥⃗ଵ 𝑥⃗ଶ … 𝑥⃗௡
൰

 .                    (14) 

Теорема 2. Пусть ℂ есть комплексная плоскость, вещественный параметр 𝓈 ≥ 1 
и функция 𝑣(𝑥) удовлетворяет условию (1). Тогда определитель   ∆௡(𝓏, 𝓈)   как функ-
ция 𝓏 при фиксированном 𝓈 при любом натуральном числе 𝑛 непрерывна по комплекс-
ной переменной  𝓏 в области ℂ\(0; +∞), аналитична  в области ℂ\[0; +∞) и при 
𝓏 = −𝜏 ∈ (−∞, 0] справедлива оценка 

∆௡(𝓏, 𝓈) ≤ ൤2𝜋ଶ𝑐଴ ൬ห√𝓈 − √𝜏ห +
𝑐ଵ

√𝓈 + √𝜏
൰൨

௡

𝑛௡ ଶ⁄ .                               (15) 

Доказательство. Непрерывность определителя – функции по аргументу 𝓏, сле-
дует из общих предложений анализа о непрерывности несобственых интегралов с па-
раметрами [6]. Аналитичность ∆௡(𝓏, 𝓈) в области ℂ[0; +∞) следует из аналитичности 
подынтегральной функции в рассматриваемой области и равномерной сходимости са-
мого интеграла, определяющего ∆n(𝑧, 𝓈) на любом ограниченном компакте из ℂ\  
[0, +∞] [7; 8]. Поэтому достаточно обосновать неравенство (15). 

Согласно неравенству Адамара [5; 6] для определителя, порожденного функцией 
𝑤(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝑧), имеет место оценка 

ቤ𝑤 ቆ
𝑥ଵሬሬሬ⃗ 𝑥ଶሬሬሬሬ⃗ … 𝑥௡ሬሬሬሬ⃗

𝑥ଵሬሬሬ⃗ 𝑥ଶሬሬሬሬ⃗ … 𝑥௡ሬሬሬሬ⃗
ቇቤ ≤ ൤𝑚𝑎𝑥

௫భሬሬሬሬ⃗ ,௬భሬሬሬሬ⃗
|𝑤(𝑥⃗, 𝑦⃗; 𝓈, 𝑧)|൨

௡

𝑛
௡
ଶ . 

В силу следствия из теоремы 1 неравенства (11) из полученной оценки имеем, 
что  

ቤ𝑤 ቆ
𝑥ଵሬሬሬ⃗ 𝑥ଶሬሬሬሬ⃗ … 𝑥௡ሬሬሬሬ⃗

𝑥ଵሬሬሬ⃗ 𝑥ଶሬሬሬሬ⃗ … 𝑥௡ሬሬሬሬ⃗
ቇቤ ≤ ൤с଴(1 +

сଵ

|𝓈 + 𝑧|
൨

௡

𝑛
௡
ଶ ,       𝓈 + 𝑧 ≠ 0. 

Следовательно, согласно (12), (13) при  𝑧 = −𝜏 ∈ (−∞, 0), 𝓈 − 𝜏 ≠ 0 мы для 
определения  ∆n(−𝜏, 𝓈) получим оценку 

|∆௡(−𝜏, 𝓈)| ≤ 𝐵(𝜏, 𝓈, 𝑛) න ෑ
𝑑𝑥పሬሬሬ⃗

(|𝑥పሬሬሬ⃗ |ଶ + 𝜏)(|𝑥పሬሬሬ⃗ |ଶ + 𝜏)

௡

௜ୀଵ(ோయ)

 , 

где 

                               𝐵(𝜏, 𝓈, 𝑛) = |𝓈 − 𝜏|௡𝑐଴
௡ ቀ1 +

௖భ

|𝓈ିఛ|
ቁ

௡

𝑛
೙

మ . 

Полученное неравенство можно записать в виде 

|∆௡(−𝜏, 𝓈)| ≤ 𝐵(𝜏, 𝓈, 𝑛) ቈන
𝑑𝑥పሬሬሬ⃗ 1

(|𝑥పሬሬሬ⃗ |ଶ + 𝜏)(|𝑥పሬሬሬ⃗ |ଶ + 𝜏)ோయ

቉

௡

.                              (16) 

Заметим, что при  𝑅 > 0 и 𝑥௜ ∈ 𝑅ଵ  имеет место равенство [6] 

∫ ∫   …  ∫

∑ 𝑥௜
ଶ < 𝑅௡

௜ୀଵ

 𝑓 ቌඨ෍ 𝑥௜
ଶ

௡

௜ୀଵ
ቍ ෑ 𝑑𝑥௜ = 2

𝜋
௡
ଶ

Г ቀ
𝑛
2

ቁ
න 𝑧௡ିଵ

ோ

଴

௡

௜ୀଵ

𝑓(𝑧)𝑑𝑧, (17) 

где   Г(𝑥) = ∫ 𝑡௫ିଵ𝑒ି௧𝑑𝑡
∝

଴
 – гамма-функция Эйлера. 

Из соотношения (17) непосредственно следует, что 

ෑ[(|𝑥⃗𝑖|2 − 𝓏)(|𝑥⃗𝑖|
2 − 𝓈)]

𝑛

𝑖=1
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න
𝑑𝑥⃗

(|𝑥⃗|ଶ + 𝓈)(|𝑥⃗|ଶ − 𝑧)
= 2𝜋ଶ

ோయ

ቆ
√𝓈 + 𝑖√𝑧

𝓈 + 𝑧
ቇ. 

Следовательно, 

                 ∫
ௗ௫⃗

〖(|௫⃗|〗మା𝓈)〖(|௫⃗|〗మି௭)
=

ோయ

ଶగమ

√𝓈ା√௭
 , 𝓈 > 0, 𝜏 > 0                             (18) 

Оценка (16) и последнее равенство (18) подтверждают справедливость требова-
ния обосновать равенство (15). 

Теорема доказана. 
Определитель Фредгольма интегрального оператора (2) есть сумма ряда 

𝐷(𝑧, 𝓈) = 1 + ෍
1

𝑛!
∆௡(𝑧, 𝓈)

ஶ

௡ୀଵ

.                                      (19) 

Непосредственным следствием теоремы 2 является следующее утверждение. 
 
Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2. Тогда определитель Фред-

гольма 𝐷 (𝑧, 𝓈) оператора (2) при любом вещественном 𝓈 ≥ 1 как функция комплексно-
го аргумента z аналитичен в комплексной плоскости с разрезом по положительной ча-
сти вещественной оси и при 𝑧 = −𝜏 ∈ (−∞, 0] имеет место оценка 

|𝐷(𝑧, 𝓈) − 1| ≤ ෍

൤2𝜋ଶ𝑐଴ ൬ห√𝓈 − √𝜏ห +
𝑐ଵ

√𝓈 + √𝜏
൰൨

௡

𝑛!

ஶ

௡ୀଵ

𝑛
௡
ଶ .             (20) 

Доказательство. Аналитичность определителя Фредгольма D (z, 𝓈) в области ℂ\ 
[0, + ∞) следует из равномерной сходимости ряда (19) при выполнении оценки (15) и 
аналитичности определителей ∆௡(𝑧, 𝓈) при фиксированном 𝓈 ≥ 1 в области ℂ\ [0, +∞). 
Точно так же Д (z, s) непрерывна на множестве ℂ\ (0, + ∞). Оценка (20) является оче-
видным следствием неравенства (15). 

Теорема доказана. 
Полученная оценка (20) приведена и в работе автора [10]. Подобного вида соот-

ношения используются в задачах исследования спектральных характеристик и в по-
строении резольвент интегральных операторов [11]. Объясняется данный факт тем, что 
собственные значения подобного рода операторов являются нулями их определителей 
Фредгольма [4; 5]. В тех случаях, когда рассматриваемый оператор является асимпто-
тически малым возмущением другого оператора с известными спектральными характе-
ристиками, для исследования свойств искомого возмущения, используются методы 
теории возмущений операторов [2; 3; 12]. 
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