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Рассматривается один класс двоичных 3D-многомерных нелинейных модулярных дина-
мических систем, заданных в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры с фиксирован-
ной памятью, ограниченной связью, известной степенью, с известным числом входов и выхо-
дов. Считается, что ограниченная связь есть декартово произведение двух ограниченных мно-
жеств, которые являются подмножествами множества целых чисел. Приводится понятие орто-
гональности входных последовательностей для рассматриваемых двоичных 3D-многомерных 
нелинейных модулярных динамических систем. Находятся условия ортогональности входных 
последовательностей. Кратко излагается методика построения ортогональных входных после-
довательностей для двоичных 3D-многомерных нелинейных модулярных динамических си-
стем. 

 
Ключевые слова: 3D-многомерные нелинейные модулярные динамические системы,  

ортогональныe входные последовательности, условия ортогональности.  
 

Введение 
Последовательностные машины или модулярные динамические системы (МДС) 

[1–5] являются одним из важных классов управляющих дискретных динамических си-
стем. Они находят широкое применение в вычислительной технике, системах диагно-
стики, кодировании и декодировании дискретных сообщений, в криптографии, модели-
ровании, управлении непрерывными и дискретными объектами, в распараллеливании 
выполнения вычислений для различных задач [5–8]. МДС делятся на одно и n -
параметрические (клеточные) классы, где 2n есть натуральное число, а также на од-
номерные и многомерные классы. Если входно-выходные последовательности МДС 
скалярные, то она называется одномерной, а если  входно-выходные последовательно-
сти есть векторы, то она называется многомерная МДС. Исследованы различные фун-
даментальные и прикладные задачи для одно и n -параметрических МДС (короче n D-
МДС), также одномерных и многомерных МДС  
[9–15]. К таким задачам относятся синтез двоичных нелинейных n D-МДС ( n D-НМДС) 
и синтез двоичных многомерных нелинейных МДС ( n D-МНМДС) с квадратичным 
критерием [16–20]. При решении задачи синтеза двоичных n D-НМДС с квадратичным 
критерием используется метод, основанный на применении ортогональных входных 
последовательностей. Ортогональные входные последовательности строятся с учетом 
особенностей конкретных классов двоичных n D-НМДС, и из них для некоторых 
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найдены условия ортогональности и разработаны алгоритмы их построения [12, 13]. 
Одним из классов двоичных n D-МНМДС является класс двоичных 3D-МНMДC [15], 
который имеет более общую структуру в сравнении с другими изученными классами 
MДC. Однако для них вопрос вывода условия ортогональности входных последова-
тельностей не рассмотрен. В данной работе рассматривается вопрос получения условия 
ортогональности  входных последовательностей  и разрабатывается методика построе-
ния ортогональных входных последовательностей для 3D-МНMДC. 

 
Постановка задачи 

Рассмотрим двоичную 3D-МНМДС с фиксированной памятью 0n , ограниченной 

связью 21 PPP   (знак   есть знак операции декартового произведения множеств),  
максимальным показателем степени S , с r  входом и k  выходом,  которые описывают-
ся в следующем виде [15]:  
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В  (1) 0Zn , , Zc  2,1 , где Z  и 0Z  есть множество целых и неотрицательных це-

лых чисел соответственно;  

)},(),...,1({  rppP  ,)(...)1(   rpp Zp )( , ,,1  r 2,1 ; 

],,[ 21 ccny  и ],,[ 21,, ccnwi   есть выходная и входная последовательности 3D-МНМДС (1) 

соответственно, где 𝑦[𝑛, 𝑐ଵ, 𝑐ଶ] = (𝑦ଵ[𝑛, 𝑐ଵ, 𝑐ଶ], . . . , 𝑦௞[𝑛, 𝑐ଵ, 𝑐ଶ]) ∈ 𝐺𝐹௞(2) и  
𝜐௜,ఎഥ,௪ഥ [𝑛, 𝑐ଵ, 𝑐ଶ] = (𝜐ଵ,௜,ఎഥ,௪ഥ [𝑛, 𝑐ଵ, 𝑐ଶ], . . . , 𝜐௥,௜,ఎഥ,௪ഥ [𝑛, 𝑐ଵ, 𝑐ଶ]) ∈ 𝐺𝐹௥(2); 

𝛬(𝑖) = {𝜂̅ = (𝜂ଵ, . . . , 𝜂௥)| 𝜂ଵ+ . . . +𝜂௥ = 𝑖, 𝜂ఈ ∈ {0,1, . . . , (𝑛଴ + 1)𝑟ଵ𝑟ଶ}, 𝛼 = 1, 𝑟തതതത};      
𝑄଴(𝜂̅) = {ℓ ௗ|ௗℓ ∈{1, . . . , 𝑟}  и   𝜂ℓ ≠ 0; 𝜂ℓ  есть  ℓ-тый компонент   вектора   𝜂̅}; 
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0,ௗௗℓ ∉ 𝑄଴(𝜂̅)ௗ}ௗௗ, 
где )(  , )(0 Q  есть количество элементов множества )(  F , заданного форму-

лой 
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где множества ))(( 11,  L ,  ))(( 22,  L , 0 ( )Q   есть следующие множества:  

 },)(...)(1))(),...,(()({))(( 1)(1)(111, 11
rjjjjjL      

})(...)(1))(),...,(()({))(( 2)(1)(122, 22
rL      ; 
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где при )( ,,,,,,   m , )),(),(,(),( 21   mQ   , ,)(,1 1   )(,1 2    множе-

ство всех блочных векторов (наборов)     обозначено через )),(),(( 21   m ,  причем 
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Каждому )(),,( 21  Fm   взаимно-однозначно соответствует набор )(w .  
Поэтому элемент )(),,( 21  Fm  , соответствующий набору )(w , обозначен че-
рез  ])[,,( 21 wm . 

Из (1) видно, что двоичный 3D-МНМДС состоит из различных блоков. Между 
блоком и возможной тройкой  wi ,,  есть взаимно-однозначное соответствие, где 

 ),(w  },...,1{  ),( Sii  . В (1) на вход блока 3D-МНМДС, соответствующей  
тройке  wi ,, ,  поступают входные последовательности 
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где  в (2) через ),,()(  
  обозначен   -тый компонент  -того набора (набор   ) из 

])[,,( 21 wm . В матрице ),,,,,(0  jwiV  каждой тройке  ),,,( 21 ccn  где  ],,0[ Nn  

],0[c  ],,0[ 2211 CCc  , соответствует строка, т. е. эта матрица есть матрица размерно-

стью 1)1)(1)(1( 21  CCN . 
На основе  матрицы (2)  последовательно построим следующие блочные матрицы: 
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VVdiagV  ,                                      (6) 

где через  A  обозначено количество элементов  множества A .  

Блочные матрицы ),,,,(1  jwiV ,  ),,(2 wiV  , ),(3 iV , )(4 iV  и  5V  имеют количе-

ство строк )1)(1)(1( 21  CCN . В (6)  матрица V  – блочная  матрица k-того порядка. В 

блочной матрице 5V  поэлементно распишем все подматрицы ),(  ),...1( 44 SVV  а в полу-

ченной матрице поэлементно распишем все подматрицы 𝑽𝟑(𝒊, 𝜼ഥ𝟏), . . .  𝑽𝟑(𝒊, 𝜼ഥ|𝜦(𝒊)| и т. д. 

Тогда из блочной матрицы 5V  получим обыкновенную матрицу 5V  размерностью 
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Пусть входные последовательности 
                              ]},,0[],,0[],,0[:],,[{ 221121,,, CcCcNnccnwi                                 (7) 

                                            𝓵 ∈ 𝑸𝟎(𝜼ഥ), 𝒘ഥ ∈ 𝜳(𝜼ഥ), 𝜼ഥ ∈ 𝜦(𝒊), 𝒊 ∈ {𝟏, . . ., 𝑺}                             
такие, что матрица V , образованная из них по формулам (3)–(6),  удовлетворяет усло-
виям ортогональности 
                                          RddddiagVV RR

T ,...,1,0};,...,{ ,,1,1   ,                         (8) 

где  ,,1,, Rd  есть элементы матрицы . VV T   Тогда входные последовательности (7) 

называются ортогональными входными последовательностями для 3D-МНМДС (1).   
 

Условия ортогональности для входной последовательности 3D-МНMДC 

Обозначим через ),,,,(1  jwiR , ),,(2 wiR  , ),(3 iR , )(4 iR  количество столбцов 

матриц ),,,,(1  jwiV ,  ),,(2 wiV  , ),(3 iV , )(4 iV  соответственно. Ясно, что  
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Теорема 1.  Пусть матрица V образована из входных последовательностей (7) по 
формулам (3)–(6). Для того, чтобы V  удовлетворяло условию ортогональности (8), 
необходимо и достаточно, чтобы для всех  ),(w ),( i },...,1{ Si  выполнялось  

                    , )},,2(),...,,,2({),,(),,(  ),,(),,,(1,122 22
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                                                         , ),,(,...,1 ,0),,2( 2, wiRwd           

где ),,2(, wd   есть элемент матрицы ),,(),,( 22 wiVwiV T  , а для всех  ),(w   

),(i  },...,1{ Si ,  ),( w },...,1{  ),( Sii  , ),,(),,( wiwi    выполня-
лось 
                                          ),,(),,(22 22

0),,(),,(  wiRwiR
T wiVwiV   ,                               (10) 

где  ),,(),,( 22
0 wiRwiR     есть нулевая матрица размерностью ),,(),,( 22 wiRwiR   . 

Доказательство. По определению матрицы V имеем 
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                                      . 

 ...     0             0    

..............................................

0    ...         0    

0     ...      0      

55

55

55





























VV

VV

VV

VV

T

T

T

T                   (11) 

Из (11) видно, что матрица V удовлетворяет условию ортогональности тогда и 
только тогда, когда матрица 5V  удовлетворяет условию ортогональности. По определе-

нию матрицы 5V  имеем 

                  .,1,,1,)()( 4455 SSVVVV TT                         (12) 

Аналогично (12) для того, чтобы 5V  удовлетворяло условию ортогональности, 

необходимо и достаточно, чтобы для всех },...,1{ S  выполнялось  

         , )(,...,1 ,0),4(  , )},4(),...,,4({)()( 4,)(),(1,144 44
  RddddiagVV RR

T    (13) 

где ),4(, d  есть элемент матрицы )()( 44  VV T  , а для всех },...,1{ S , },...,1{ S , 

   выполнялось 

                                                         .0)()( )(),(44 44  RR
T VV                                             (14) 

Из формулы )),(  ... ),(()( )(3134 iiViViV    имеем, что 

                               .)(,1,)(,1,),(),( )()( 3344 iiiViViViV TT               (15) 

Из (15) следует,  что для того, чтобы )(4 V  удовлетворяло условию ортогональности 

(13), необходимо и достаточно, чтобы для всех })(,...,1{ i выполнялось                           

                                
, ),(,...,1 ,0),3(

, )},3(),...,,3({),(),( 

3,

),(),,(1,133 33










iRd

dddiagiViV iRiR
T




             (16) 

где ),3(, d  есть элемент матрицы ),(),( 33   iViV T  , а для всех })(,...,1{ i , 

})(,...,1{ i ,    выполнялось 

                                                   .0),(),( ),(),,(33 33    iRiR
T iViV                                      (17)  

Из формулы  )),,(  ... ),,((),( )(2123   wiVwiViV  следует, что 

                     .)(,1,)(,1,),,(),,(),(),( 2233    wiVwiViViV TT     (18) 

Аналогично (18) для того, чтобы ),(3 iV  удовлетворяло условию ортогональности (16), 

необходимо и достаточно, чтобы для всех })(,...,1{ w выполнялось  

                    , )},,2(),...,,,2({),,(),,(  ),,(),,,(1,122 22  


wdwddiagwiVwiV wiRwiR
T      (19) 

, ),,(,...,1 ,0),,2( 2,   wiRwd   

где ),,2(,   wd  есть элемент матрицы ),,(),,( 22   wiVwiV T , а для всех 

})(,...,1{ w , })(,...,1{ w ,    выполнялось 

                                            .0),,(),,(  ),,(),,,(22 22    wiRwiR
T wiVwiV                               (20) 
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Таким образом, учитывая соотношения (11–20), чтобы матрица V  удовлетворя-
ла условию ортогональности (8), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись усло-
вия (9), (10). Теорема доказана.  

Соотношения (9) являются условием собственной ортогональности последова-
тельностей (7), а соотношения (10) – взаимной ортогональности последовательностей 
(7) и последовательностей 

                                      ]},,0[],,0[],,0[:],,[{ 221121,,, CcCcNnccnwi                       

                                           }.,...,1{  ),(  ),(  ),(0 SiiwQ         
Теорема 2.  Пусть },...,1{  ),(  ),( Siiw   . Для собственной ортогонально-

сти последовательностей },,...,1{   ]},,0[],,0[],,0[:],,[{ 221121,,, rCcCcNnccnwi      

необходимо и достаточно, чтобы для всех 21),( LLj   выполнялось 

                      , )}1(),...,1({),,,,(),,,,(
),,,,(),,,,,(1,111

11 


jwiRjwiR
T dddiagjwiVjwiV           (21) 

                                                                 , ),,,,(,...,1 ,0)1( 1,  jwiRd               

где )1(,d  есть элемент матрицы ),,,,(),,,,( 11  jwiVjwiV T  , а для всех

21),( LLj  , 21),( LLj   , ),(),(   jj  выполнялось 

                                     ( . 0),,,,(),,,,(
),,,,(),,,,(11

11 





jwiRjwiR

T jwiVjwiV               (22) 

Доказательство. Из формулы (4) можем записать матрицу ),,(),,( 22 wiVwiV T     
в следующем компактном виде: 
                                )),,,,,(),,,,((),,(),,( 1122   jwiVjwiVwiVwiV TT               (23) 

                                                   . 1, , 1,   ; 1, , 1,  2121 LLLL                                            

Из (23) ясно, что  в матрице ),,(),,( 22 wiVwiV T    на главной диагонали стоят элемен-
ты  

                                        ,  1, , 1,  ),,,,,(),,,,( 2111 LLjwiVjwiV T     

а элементы,  стоящие вне главной диагонали, есть элементы                                                                        
    

).,(),(  , 1, , 1,  , 1, , 1,  ),,,,,(),,,,( 212111    LLLLjwiVjwiV T

Поэтому, если для каждых 𝛼 = 1,|𝐿ଵ|തതതതതതത , 𝛽 = 1,|𝐿ଶ|തതതതതതത   в матрице 

),,,,(),,,,( 11   jwiVjwiV T   все диагональные элементы ненулевые, тогда вы-

полняется условие (21), а если для каждых  , 1, , 1, , 1, , 1, 2121 LLLL  

),(),(    диагональные элементы матрицы ),,,,(),,,,( 11   jwiVjwiV T    нуле-

вые, тогда выполняется условие (22). Таким образом,  для выполнения соотношения  
(9) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия  (21) и (22). Теорема доказа-
на. 

Теорема 3.  Пусть: 
 I. Для всех ),(0 Q },...,1{  ),(  ),( Siiw    последовательность 

],,[ 21,,, ccnwi   является  1,0  последовательностью с периодом ,1,, wiT   1),,(1 wiA   

и 1),,(2 wiA   соответственно по аргументам 1 , cn  и 2c ,  и  кроме того, 

                         , )},,2(),...,,,2({),,(),,(  ),,(),,,(1,122 22
wdwddiagwiVwiV wiRwiR

T            (24) 
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                                         , ),,(,...,1 ,0),,2( 2, wiRwd      

где ),,2(, wd   есть элемент матрицы ),,(),,( 22 wiVwiV T  , а матрица ),,(2 wiV   обра-

зована из последовательностей  
                     { )]},,(,0[ )],,,(,0[ ],,0[  :],,[ 2211,,21,,, wiAcwiAcTnccn wiwi     

последовательно по формулам 

                                                                      ),,,,,(0  jwiV  

.))](()),((),,,([                              
)),(),(,(),,(

2211
)(

,,,
)( 210













 
 










mQ

wi
Q

pcjpcn








 , (25) 

                  )),,,,,(   ...  ),,,,,((),,,,(
])[,,(0101

21 wm
jwiVjwiVjwiV





 ,             (26) 

                    )),,,,(),...,,,,,(),...,,,,,((),,(
212 1111112 LLL jwiVjwiVjwiVwiV   .    (27) 

II. a) Для всех ),(0 Q },...,1{  ),(  ),( Siiw    и  

)],,(,0[)],,(,0[],0[),,( 21,,21 wiAwiATccn wi    

последовательность ],,[ 21,,, ccnwi   определяется по формуле 

   









),,,(),,(),,(),,( если  ,                      0

),,,(),,(),,(),,( если  ],,,[
],,[

2121

212121,,,

21,,,
wiGwiGwiFccn

wiGwiGwiFccnccn
ccn

wi

wi 


 




   (28) 

где 
 , ,0]),,(),,(),,,(),,([),,( ,,11 TTwiwiNwiwiNwiF wi    

  ,2,1, ,0)],,(),,(),,,([),,(    CwiAwiDwiDwiG  

                      









.0),,(  ,                                                             0

,0),,(  ,1},...,,...,max{
),,(

1

1)(),(,)(,1,1,1, 212

wiNесли

wiNеслиmmm
wi




  

 

б) Для всех },...,1{  ),( ),( Siiw    натуральные числа ),,(1 wiN  , 

),,( wiD  ,  

),,(2 wiD   и область ],0[],0[],0[ 21 CCT   таковы, что для любых 

),(  ),( iw    },...,1{ Si  , где  wiwi ,,,,  , выполняются соотношения 
 ),,(),,( wiFwiF  Ø, 

или    ),,(),,( 11 wiGwiG  Ø   или   ),,(),,( 22 wiGwiG  Ø; 

III. Для всех ),(0 Q },...,1{ ),( ),( Siiw    последовательность 

],,[ 21,,, ccnwi   суть периодическое продолжение последовательности ],,[ 21,,, ccnwi   из 

области ],0[],0[],0[ 21 CCT   в остальные части области ],0[],0[],0[ 21 CCN   с перио-

дом ,1,, wiT   1),,(1 wiA   и 1),,(2 wiA   соответственно по аргументам n , 1c  и 2c . 

Тогда матрица V  ортогональна в смысле (8). 
Условие I теоремы 3 суть условие независимости ортогональной входной после-

довательности, условие II суть условие разделения ортогональной входной последова-
тельности, т. е. разделения ортогональной входной последовательности друг от друга 
по временной и пространственной областям, а условие III – условие периодичности ор-
тогональной входной последовательности.  
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Методика построения ортогональных входных последовательностей 
Для построения ортогональных входных последовательностей ],,[ 21,,, ccnwi  , 

),(0 Q  ),(w  ),(i  },...,1{ Si  можно использовать методику построения 

ортогональных входных последовательностей, состоящую из следующих этапов: 
1. Построение вспомогательных последовательностей ],,[ 21,,, ccnwi   , ),(0 Q   

},...,1{  ),(  ),( Siiw    в соответствии с условием I теоремы 3 в отдельности, т. 

е. независимо от ],,[ 21,,, ccnwi    , ),(0 Q  },,...,1{  ),(  ),( Siiw    

  ,,,,,, wiwi  . 
2. В соответствии с условием II теоремы 3, разделяя область определения после-

довательностей ],,[ 21,,, ccnwi   , ),(0 Q   },...,1{  ),(  ),( Siiw   , по аргумен-

ту n , или 1c , или 2c , или по двум или трем аргументам по формуле (28) строят после-

довательности ],,[ 21,,, ccnwi  , ),(0 Q   },...,1{  ),(  ),( Siiw    в области 

],0[],0[],0[ 21 CCT   ],0[],0[],0[ 21 CCN  . 
3. В соответствии с условием III теоремы 3 с продолжением последовательностей 

],,[ 21,,, ccnwi  , ),(0 Q  ),(w  },...,1{ ),( Sii   из области 

     21 ,0,0,0 CCT   с периодом 1   ,1 1  CT  и 12 C  соответственно аргументами n , 

1c  и 2c  в остальных частях области ],0[],0[],0[ 21 CCN   строятся соответственно 

],,[ 21,,, ccnwi  ,  ),(0 Q  },...,1{  ),(  ),( Siiw   . 

Из методики построения ортогональных входных последовательностей видно, что 
для построения последовательностей ],,[ 21,,, ccnwi  , ),(0 Q  

},...,1{  ),(  ),( Siiw    прежде всего необходимо построение вспомогательных 

последовательностей ],,[ 21,,, ccnwi   , ),(0 Q   },...,1{  ),(  ),( Siiw    в соот-

ветствии с условием ортогональности (24). 
 

Заключение 
В работе для двоичных 3D-многомерных нелинейных модулярных динамических 

систем, заданных в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры, приведено поня-
тие ортогональной входной последовательности. Доказана теорема о необходимом и 
достаточном условии ортогональности входных последовательностей двоичных 3D-
МНMДC (1). Доказана теорема о необходимых и достаточных условиях собственной 
ортогональности каждой входной последовательности двоичных 3D-МНMДC (1). Так-
же приведены теоремы об условиях независимости ортогональной входной последова-
тельности, ее разделения и периодичности. Предложена методика построения ортого-
нальной входной последовательности на базе вспомогательных ортогональных после-
довательностей.  
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The article deals with a class of binary 3D-multidimensional modular dynamical systems given in 
the form of a two-valued analogue of the Volterra’s  polynomial with a fixed memory, limited 
connection, a known degree, and a known number of inputs and  outputs. It is believed, that a 
limited connection is represented as a Cartesian product of two bounded sets, which are the sub-
sets for the set of integers. The concept of orthogonality of the input sequences for the consid-
ered binary 3D-multidimensional modular dynamical systems is given. The conditions of the or-
thogonality of input sequences are found. A methodology for the construction of orthogonal  in-
put sequences for the binary 3D-multidimensional modular dynamical systems is briefly outlined. 
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