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В работе исследуется вопрос об однозначной разрешимости локальной краевой задачи 
типа задачи Трикоми для одного смешанно-гиперболического уравнения третьего порядка. Ис-
следуемое уравнение совпадает с обыкновенным неоднородным уравнением Аллера в одной 
части области и модельным гиперболическим уравнением третьего порядка в другой. 

Относительно следов искомого решения в работе найдены соответствующие фундамен-
тальные соотношения, а затем с помощью метода Трикоми решение исследуемой задачи было 
выписано в явном виде. Получены достаточные условия на заданные функции, обеспечиваю-
щие регулярность найденного решения исследуемой задачи. 

Ключевые слова: волновое уравнение, модельное гиперболическое уравнение третьего по-
рядка, уравнение Аллера, метод Трикоми. 

 
Введение. Постановка задачи 

В настоящее время вызывают большой практический и теоретический интерес 
исследования локальных и нелокальных краевых задач для гиперболических уравне-
ний третьего порядка. Известно [1–3], что модифицрованные уравнения диффузии, яв-
ляются уравнениями в частных производных гиперболического типа третьего порядка.  

В данной работе ставится и исследуется вопрос однозначной разрешимости ло-
кальной краевой задачи типа задачи Трикоми для одного смешанно-гиперболического 
уравнения третьего порядка. 

В евклидовой плоскости точек  yx,  рассматривается уравнение вида 
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где a , b  – заданные положительные числа;  yxf ,  – известная функция;  yxuu ,  – 
искомая действительная функция. 

Уравнение (1) при 0y  совпадает с неоднородным уравнением Аллера [4]: 
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которое относят к псевдопараболическим уравнениям [5], хотя оно является 
уравнением гиперболического типа [6, с. 72]. 
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А при 0y  уравнение (1) представляет собой гиперболическое уравнение вида 
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Краевые задачи для различных смешанно-гиперболических уравнений исследо-
вались в работах [7–11]. 

Пусть rAA0  ,   Tyrxyx  0,0:, , 

  rxxAA r  0:0,0 , а   – область, ограниченная характеристиками 0:0  yxCA , 

ryxCAr :  уравнения (3) при 0y , выходящими из точек  0,00 A ,  0,rAr   и 
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Регулярным в области   решением уравнения (1) назовем функцию  yxuu , , 

такую что        3,0,3,0,3,,
,
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,   jijiCCCu ji

yxyx ,    rxxy AALxu 010,  ,  

удовлетворяющую уравнению (1). 
Исследуется следующая 
Задача. Найти регулярное в области   решение  yxuu ,  уравнения (1), удо-

влетворяющее следующим краевым условиям: 
   yyu ,0 ,      yyru r, ,   Ty 0 ,   (4) 

    xxu 10   ,   rx 0 ,     (5) 
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xx
x  – аффикс точки пересечения характеристики, выходящей из точки 

  rAAx 00,  , с характеристикой CA0 ;  y ,  yr  – заданные на отрезке  Ty ,0  функ-

ции;  x1 ,  x2  – заданные на  rx ,0  функции, причем выполнено условие согласо-
вания    00 1  . 

 
Теорема существования и единственности 

Справедлива следующая 
Теорема. Пусть заданные функции  y ,  yr ,  x1 ,  x2  и  yxf ,  таковы, 

что 
 y ,      TCTCyr ,0,0 31  , 

 x1 ,      rCrCx ,0,0 3
2  ,  x1  ,    rLx ,012  , 

   Cyxf , . 
Тогда задача (4)–(6) для уравнения (1) имеет единственное регулярное решение. 
Доказательство. Пусть существует решение  yxuu ,  задачи (4) – (6) для 

уравнения (1) и пусть 
   xxu 0, , rx 0 ,     (7) 

   xxuy 0, , rx 0 .     (8) 
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Из (2), переходя к пределу при 0y , с учетом обозначений (7) и (8) находим 
фундаментальное соотношение между функциями  x  и  x , принесенное из обла-

сти   на линию 0y  в виде 

       0,'''' xfxbxax   , rx 0 ,   (9) 
а из краевых условий (4) имеем, что 

   00   ,    0rr   ,     (10) 

   00   ,    0rr   .      (11) 
Далее найдем фундаментальное соотношение между функциями  x  и  x , 

принесенное из области  на линию 0y . Для этого найдем общее решение уравне-
ния (3). 

В характеристических координатах yx  , yx   уравнение (3) перепи-
шется в следующем виде: 
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Интегрируя уравнение (12) сначала два раза по первой переменной  , а затем 
один раз по второй переменной  , находим, что 
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где kg , 3,1k , – произвольные функции своих аргументов. 

Возвращаясь к прямоугольным координатам  yx, , из (13) получим общее ре-
шение уравнения (3) в виде 
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Удовлетворяя (14) заданным краевым условиям (5), (6) с учетом обозначений 

(7) и (8), получим систему относительно функций kg , 3,1k : 
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Отсюда получаем, что 
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Подставляя найденные функции kg , 3,1k , из (14) получаем решение задачи 

(5)–(7) для уравнения (3) в виде 
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Из (15) при условии (8) находим фундаментальное соотношение между функци-

ями  x  и  x , принесенное из области   на линию 0y  в виде 

     xFxx  ' , rx 0 ,    (16) 
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Из (9) и (16) относительно функции  x  приходим к следующему дифференци-
альному уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами 
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Решение задачи (11) для уравнение (17) выписывается по формуле  
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Из (16) с учетом (18) находим, что 
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После того как функция  x  найдена, решение исследуемой задачи при 0y  
выписывается по формуле (15), а при 0y  решение задачи (4), (7) для уравнения (2) 
можно выписать в следующем виде 
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где функция  ,;, yxG  определяется по формуле [12, 13]: 
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Из (18) и (19) следует, что однородная задача, соответствующая задаче (9), (16), 
(10), (11), будет обладать только нулевым решением      rxxx ,00  . А зна-
чит, из представлений (15) и (20) заключаем, однородная задача, соответствующая за-



Балкизов Ж.А., Макаова Р.Х. Краевая задача для одного смешанно-гиперболического уравнения третьего 
порядка 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2022. Том 37. Вып. 3 

23 

даче (4)–(6), для уравнения (1) будет иметь только тривиальное решение 
     yxyxu ,0, , что говорит о единственности регулярного решения исследуе-

мой задачи. 
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The paper investigates the question of the unique solvability of a local boundary value prob-

lem of the Tricomi type for a mixed-hyperbolic equation of the third order. The equation under study 
coincides with the ordinary inhomogeneous Aller equation in one part of the domain and the third-
order model hyperbolic equation in the other. Regarding the traces of the desired solution, the corre-
sponding fundamental relations are found in the paper, and then, using the Tricomi method, the solu-
tion of the problem under study is written out in the explicit form. Sufficient conditions are obtained 
for the given functions ensuring the regularity of the found solution to the problem under study. 
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