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В статье [1] для функционально-дифференциального уравнения с неограниченными 
операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве со степенным весом получены 
условия разрешимости и устойчивости решений. Применение преобразования Фурье к аб-
страктному уравнению с постоянными запаздываниями привело к получению резольвенты. В 
терминах резольвенты получены условия разрешимости и устойчивости решений. В данной 
статье для конкретного уравнения математической физики, а именно уравнения теплопровод-
ности с запаздыванием в краевых условиях в пространствах со степенным весом, проверяем 
выполнимость этих условий. Для уравнения теплопроводности с запаздывающим аргументом и 
запаздыванием в краевых условиях в пространствах со степенным весом получены условия 
разрешимости и устойчивости решений. 
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Введение 
Уравнение теплопроводности с отклоняющимся аргументом и отклонениями в 

граничных условиях в пространствах со степенным весом является актуальной физиче-
ской проблемой. Эта проблема в пространствах с экспоненциальным весом изучена в 
работах Р.Г. Алиева [2]. Однако в пространствах со степенным весом данная проблема 
не была решена. В настоящей статье получены условия существования решений и их 
устойчивости в пространствах со степенной весовой функцией для уравнения тепло-
проводности с запаздыванием в краевых условиях в пространствах со степенным ве-
сом. Также получены условия существования решений  и их устойчивости для уравне-
ния теплопроводности с запаздывающим аргументом и запаздыванием в краевых усло-
виях. Полученные условия являются новыми для уравнения теплопроводности с откло-
няющимся аргументом и отклонением в краевых условиях. 

 
Решением уравнения 

𝐿𝑈(𝑡) ≡ 𝐷௧𝑈(𝑡) − ෍ 𝐴௝

௠

௝ୀ଴

𝑈൫𝑡 − ℎ௝൯ = 𝑓(𝑡),                (1) 

где 𝐷௧ =
ଵ

௜

ௗ

ௗ௧
,  𝐴௝ − неограниченные операторы, ℎ௝ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,  является функция 

𝑈(𝑡) =
1

√2𝜋
න 𝑒௜ఒ௧𝑅(𝜆)𝑓(෪

ାஶ

ିஶ

𝜆)𝑑𝜆.                                   (2) 

Здесь 𝑅(𝜆) ≡ ൫𝜆𝐸 − ∑ 𝐴௝
௠
௝ୀ଴ exp൫−𝑖𝜆ℎ௝൯൯

ିଵ
− резольвентный оператор для опе-

ратора L, 𝑓(෪𝜆) − преобразование Фурье-функции 𝑓(𝑡). 
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Для доказательства существования решения вида (2) как элемента пространства 

𝑋(ିஶ,ାஶ)
ଵ = { 𝑈(𝑡),‖𝑈(𝑥)‖ = ቌ න (1 + 𝑡ଶ௡)(

ାஶ

ିஶ

‖𝑢(𝑥)‖௫
ଶ + ‖𝐷௧𝑈(𝑡)‖௬

ଶ 𝑑𝑡ቍ

ଵ
ଶ ൗ

< ∞ } 

для ∀𝑓(𝑡) ∈ 𝑌(ିஶ,ାஶ)
଴ = { 𝑈(𝑡),‖𝑈(𝑥)‖ = ൫∫ (1 + 𝑡ଶ௡)

ାஶ

ିஶ
‖𝑈(𝑡)‖௬

ଶ 𝑑𝑡൯
ଵ

ଶ ൗ
< ∞ }, 

где 𝐷(𝐴௝) ⊂ Χ, 𝑅൫𝐴௝൯ ⊂ Y, требуется выполнение условий: 𝑅(𝜆) регулярна на  
 

                                                       𝐼𝑚𝜆 = 𝛼, ‖𝑅(𝜆)‖௫ = 0                                                         (1) 
                                                                 ‖𝜆𝑅(𝜆)‖௬ = 0                                                                        (1) 
∣                                                              𝜆 ∣→ ∞, 𝐼𝑚𝜆 = 𝛼.                                                                   (3) 

Вопросы устойчивости решений связаны с полюсами резольвенты. 
Рассмотрим уравнение теплопроводности с отклонением аргумента в краевых 

условиях. Проверим выполнимость условий (3). 
ௗ௨(௫,௧)

ௗ௧
=

ௗమ௨(௫,௧)

ௗ௫మ
          (4) 

с условиями        ൜
𝑢(0, 𝑡) = 0

𝑢ᇱ(1, 𝑡 ) + 𝑎𝑢(1, 𝑡 − ℎ) = 0 .
                                                    (5) 

Здесь a – вещественное число, связанное с запаздыванием неравенства 
 |𝑎|𝑒ு௞ < 1. 

Уравнение (4) является частным случаем уравнения (1). 
Действительно, переписав (4) в виде 

ଵ

௜
 
ௗ௨

ௗ௧
−

ଵ

௜

ௗమ௨

ௗ௫మ
= 0 или  

ଵ

௜
 
ௗ௨

ௗ௧
+ 𝑖

ௗమ௨

ௗ௫మ
= 0, 

мы видим, что оно получается из (1), если 
 

𝐴଴ = 𝑖
ௗమ

ௗ௫మ
, ℎ଴ = 0, 𝑚 = 0. 

Определим пространства 𝑎 𝑥 и 𝑦  следующим образом: 
 

𝑋 = ൜𝑢(𝑥), 𝑢(0), 𝑢ᇱ(1) + 𝑎𝑒ି௜ఒ௛𝑢(1) = 0, ‖𝑢(𝑥)‖ == ቀ∫ (|𝑢(𝑥)|ଶ + |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ +
ଵ

଴

+|𝑢′′(𝑥)|ଶ)𝑑𝑥ቁ
ଶ

< ∞ൠ, 

𝑌 =  ቊ𝑢(𝑥), ‖𝑢(𝑥)‖ = ቀ∫ |𝑢(𝑥)|ଶଵ

଴
ቁ

భ

మ
< ∞ቋ. 

Применим преобразование Фурье к уравнению (4) 
ଵ

√ଶП
∫ 𝑒ି௜ఒ௧ ∗  

ௗ௨

ௗ௧
𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ
=  

ଵ

√ଶП
∫ 𝑒ି௜ఒ௧ ∗  

ௗమ௨

ௗ௫మ
𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ
. 

Интегрируя подынтегральное выражение в левой части по частям, получим 
ଵ

√ଶП
∫ 𝑒ି௜ఒ ∗  

ௗ௨

ௗ௧
𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ
=

ଵ

√ଶП
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑒ି௜ఒ௧|ିஶ

ାஶ +
௜ఒ

√ଶП
∫ 𝑒ି௜ఒ௧ାஶ

ିஶ
∗ 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑖𝜆 𝑢ො(𝑥, 𝜆). 

Так как  
ଵ

√ଶП
∫ 𝑒ି௜ఒ ∗  

ௗమ௨

ௗ௫మ
𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ
=

ௗమ ௨ෝ(௫,ఒ)

ௗ௫మ
 , то после применения преобразования 

Фурье имеем: 𝑖𝜆 𝑢ො(𝑥, 𝜆) =
ௗమ ௨ෝ(௫,ఒ)

ௗ௫మ
  или ቀ𝑖𝜆 −

ௗమ

ௗ௫మ
ቁ 𝑢ො(𝑥, 𝜆) = 0. 

Таким образом, резольвента 𝑅(𝜆) = (𝑖𝜆 −
ௗమ

ௗ௫మ
)ିଵ. 

Для простоты обозначим через 𝜇 =  −𝑖𝜆, 𝑢ො(𝑥, 𝜆) = 𝑢(𝑥). 
Тогда из уравнения 𝑅௣(𝜆)𝜓(𝑥) = 𝑢(𝑥) следует, что 

 𝑢ᇱᇱ(𝑥) + 𝜇𝑢(𝑥) =  𝜓(𝑥).            (6) 
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Условие (5) после преобразования Фурье перейдет в  
ଵ

√ଶП
∫ 𝑒ି௜ఒ௧  ∗ 𝑢(0, 𝑡)𝑑𝑡 = 

ାஶ

ିஶ
 𝑢ො(0, 𝜆) = 𝑢(0) = 0, 

1

√2П
න 𝑒ି௜ఒ௧  ∗

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑑𝑡 +

𝑎𝑒ି௜ఒ௧

√2П
∗

ାஶ

ିஶ

∗ න 𝑒ି௜ఒ௧ ∗ 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑢௫
ଵ෢(𝑥, 𝜆)| ௫ୀଵ𝑎𝑒ି௜ఒ௧𝑢(𝑥, 𝜆) |௫ୀଵ =

ାஶ

ିஶ

= 𝑢ᇱ(1) + 𝑎 𝑒ି௜ఒ௧𝑢(1) = 0. 
Таким образом, задачи (4) и (5) после преобразования Фурье перейдут в  

𝑢ᇱᇱ(𝑥) + 𝜇𝑢(𝑥) = 𝜓(𝑥) 

൜
𝑢(0) = 0

𝑢ᇱ(1) + 𝑎𝑒ି௜ఒ௧𝑢(1) = 0
        (7) 

Рассматривается горизонтальная полоса |𝑍𝑚 𝜆| ≤ 𝐻 в 𝜆¯плоскости. 
Из равенства 𝜇 =  −𝑖𝜆 = −𝑖(𝜎 + 𝑖𝜏) = 𝜏 − 𝑖𝜎 видно, что 𝜇 = 𝑅𝑒𝜇 + 𝑖? 

𝜇 = 𝑍𝑚𝜆 − 𝑖𝑅𝑒𝜆. Таким образом, горизонтальная полоса 𝜆¯плоскости переходит в вер-
тикальную полосу 𝜇¯плоскости. 

Из уравнения (6) имеем 
|𝑢ᇱᇱ(𝑥) + 𝑅𝑒𝜇𝑢(𝑥) + 𝑖𝑍𝑚𝜇𝑢(𝑥)| = |𝜓(𝑥)|, 

так как модуль мнимой части не превосходит модуля самого комплексного числа. От-
сюда следует, что 

|𝑍𝑚𝜇𝑢(𝑥)| ≤ |𝜓(𝑥)| 

න |𝑍𝑚𝜇𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥 ≤ න |𝜓(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴

ଵ

଴

 

න |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴

≤
1

|𝑍𝜇|ଶ
න |𝜓(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴

 

‖𝑢(𝑥)‖௬
ଶ ≤

1

|𝑍𝜇|ଶ
‖𝜓(𝑥)‖௬

ଶ  

          ‖𝑢(𝑥)‖௬ ≤
ଵ

|௓ఓ|
‖𝜓(𝑥)‖௬.      (8) 

Отсюда следует, что ฮ𝑅௣(𝜆)ฮ
௬

= 0 ቀ
ଵ

|ఒ|
ቁ. 

Далее, умножая обе части уравнения (6) на сопряженную с 𝑢(𝑥) функцию 𝑢ത(𝑥) и 
интегрируя полученное равенство в пределах от 0 до 1, получим 

න 𝑢ᇱᇱ(𝑥)𝑢ത(𝑥)𝑑𝑥 +  𝜇 න 𝑢(𝑥)𝑢ത(𝑥)𝑑𝑥
ଵ

଴

=  න 𝜓(𝑥)𝑢ത(𝑥)𝑑𝑥
ଵ

଴

.
ଵ

଴

 

Интегрируя по частям интеграл ∫ 𝑢′′𝑢ത(𝑥)𝑑𝑥,
ଵ

଴
 получим 

 

∫ 𝑢ᇱᇱ(𝑥)𝑢ത(𝑥)𝑑𝑥
ଵ

଴
= 𝑢ᇱ(𝑥)𝑢ത(𝑥)| ଴

ଵ
− ∫ |𝑢′(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
, 

и мы знаем, что 

න 𝑢ᇱ(𝑥)𝑑𝑥
ଵ

଴

= 𝑢(1) − 𝑢(0) = 𝑢(1) → |𝑢(1)|ଶ = ቤන 𝑢ᇱ(𝑥)𝑑𝑥
ଵ

଴

ቤ

ଶ

≤ න |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ 𝑑𝑥
ଵ

଴

, 

тогда следует, что  

−𝑎𝑒ఓ௛|𝑢(1)|ଶ − න |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥 
ଵ

଴

+ 𝜇 න |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴

=  න 𝜓(𝑥)𝑢ത
ଵ

଴

(𝑥)𝑑𝑥, 
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−𝑎𝑒ோ௘ఓ |𝑢(1)|ଶ cos 𝑍𝑚𝜇ℎ + 𝑖𝑎𝑒ோ௘ఓ |𝑢(1)|ଶ sin 𝑍𝑚 𝜇ℎ − න |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴

+ 

+𝑅𝑒𝜇 ∫ |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴
+ 𝑖𝑍𝑚 ∫ |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
=  ∫ 𝜓(𝑥)𝑢ത

ଵ

଴
(𝑥)𝑑𝑥, 

так как модуль действительности не превосходит модуль самого комплексного числа. 
Тогда получим 

ቤ− ቆන |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴

+ 𝑎𝑒ோ௘ఓ ∗ |𝑢(1)|ଶ cos 𝑍𝑚𝜇ℎ − 𝑅𝑒𝜇 න |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴

ቇቤ ≤ 

≤ න  
ଵ

଴

|𝜓(𝑥)𝑢ത(𝑥)𝑑𝑥| 

и ቚ∫ |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴
+  𝑎𝑒ோ௘ ∗ |𝑢(1)|ଶ cos 𝑍𝑚𝜇ℎቚ − ቚ𝑅𝑒𝜇 ∫ |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
ቚ ≤  ቚ∫ |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
+

+𝑎𝑒ோ௘ఓ௛ ∗ |𝑢(1)|ଶ cos 𝑍𝑚𝜇ℎ  𝑅𝑒𝜇 ∫ |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴
ቚ 

и ቚ∫ |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴
ቚ − |𝑎𝑒ோ௘ఓ௛|𝑢(1)|ଶ|  ≤  ቚ∫ |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
+ 𝑎𝑒ோ௘ఓ௛ ∗ |𝑢(1)|ଶ cos 𝑍𝑚𝜇ℎቚ. 

В результате получим: 

∫ |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴
− |𝑎|𝑒ோ௘ఓ௛ ∫ |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
≤ |𝑅𝑒𝜇| ∗ ∫ |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
+ ∫ 𝜓(𝑥)𝑢ത

ଵ

଴
(𝑥)𝑑𝑥. 

Используем свойство интеграла Лебега: 

න 𝜓(𝑥)𝑢ത
ଵ

଴

(𝑥)𝑑𝑥 ≤
1

2
 ቆන |𝜓(𝑥)|ଶ𝑑𝑥 + න |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴

ଵ

଴

ቇ 

и получим  

(1 − |𝑎|𝑒ோ௘ఓ௛) ∫ |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴
 ≤  ቀ|𝑅𝑒𝜇| +

ଵ

ଶ
 ቁ ∫ |𝑢(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
+

ଵ

ଶ
∫ |𝜓(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
. 

Используя равенство (8), получим 

(1 − |𝑎|𝑒ோ௘ఓ௛) ∫ |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴
 ≤  ቂቀ|𝑅𝑒𝜇| +

ଵ

ଶ
ቁ |𝑍𝑚𝜇|ିଶ +

ଵ

ଶ
ቃ ∗  ∫ |𝜓(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
 → 

 

→  න |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴

≤  ቌ
ቀ|𝑅𝑒𝜇| +

1
2

ቁ |𝑍𝑚𝜇|ିଶ +
1
2

1 − |𝑎|𝑒ோ௘ఓ௛
ቍ ∗ න |𝜓(𝑥)|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴

 

или  

‖𝑢ᇱ(𝑥)‖௬ =  ቆන |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴

ቇ

ଵ
ଶ

≤  ቌ
ቀ|𝑅𝑒𝜇| +

1
2

ቁ |𝑍𝑚𝜇|ିଶ +
1
2

1 − |𝑎|𝑒ோ௘ఓ௛
ቍ

ଵ
ଶ

∗  ‖𝜓(𝑥)‖௬ = 

= 0(1)‖𝜓(𝑥)‖௬ 
при |𝜆| → ∞ в полосе |𝑍𝑚 𝜆| ≤ 𝐻. 

Наконец, из уравнения (6) и неравенства (8) по норме в пространстве 𝑌 получим 
‖𝑢ᇱ(𝑥)‖௬ = ‖𝜓(𝑥) − 𝜇𝑢(𝑥)‖௬ ≤ ‖𝜓(𝑥)‖௬ +  |𝜇| ∗ ‖𝑢(𝑥)‖௬ ≤ 

≤  ‖𝜓(𝑥)‖௬ + |𝜇||𝑍𝑚𝜇|ିଵ ∗ ‖𝜓(𝑥)‖௬ = (1 + |𝜇||𝑍𝑚𝜇|ିଵ) ∗ ‖𝜓(𝑥)‖௬ = 0(1)‖𝜓(𝑥)‖௬ 
при |𝜆| → ∞ в полосе |𝑍𝑚 𝜆| ≤ 𝐻. 

Таким образом,  



Алейдаров С.М. Устойчивость решений уравнения теплопроводности с запаздыванием в краевых  
условиях в пространствах со степенным весом 
 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2022. Том 37. Вып. 2 

24

ฮ𝑅௣(𝜆)𝜓(𝑥)ฮ
௫

= ‖𝑢(𝑥)‖௫ = ቆන ( |𝑢(𝑥)|ଶ
ଵ

଴

+ |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ + |𝑢ᇱᇱ(𝑥)|ଶ )𝑑𝑥ቇ

ଵ
ଶ

≤

≤ ቆන |𝑢(𝑥)|ଶ
ଵ

଴

ቇ

ଵ
ଶ

+ ቆන |𝑢ᇱ(𝑥)|ଶ
ଵ

଴

ቇ

ଵ
ଶ

+ ቆන |𝑢ᇱᇱ(𝑥)|ଶ
ଵ

଴

ቇ

ଵ
ଶ

=

=  ‖𝑢(𝑥)‖௬ + ‖𝑢ᇱ(𝑥)‖௬ + ‖𝑢ᇱᇱ(𝑥)‖௬ ≤

≤  |𝑍𝑚𝜇|ିଵ  ∗ ‖𝜓(𝑥)‖௬ + ቌ
ቀ|𝑅𝑒𝜇| +

1
2

ቁ |𝑍𝑚𝜇|ିଶ +
1
2

1 − |𝑎|𝑒ோ௘
ቍ

ଵ
ଶ

∗ ‖𝜓(𝑥)‖௬ + 

+(1 + |𝜇||𝑍𝑚𝜇|ିଵ)‖𝜓(𝑥)‖௬ =

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

|𝑍𝑚𝜇|ିଵ + ቌ
ቀ|𝑅𝑒𝜇| +

1
2

ቁ |𝑍𝑚𝜇|ିଶ +
1
2

1 − |𝑎|𝑒ோ௘ఓ௛
ቍ

ଵ
ଶ

+ |𝜇||𝑍𝑚𝜇|ିଵ + 1

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

∗ ‖𝜓(𝑥)‖௬

= 0(1)‖𝜓(𝑥)‖௬, 
т. е.  ฮ𝑅௣(𝜆)ฮ

௫
= 0(1) при ∣𝜆∣→∞ в полосе ∣Im 𝜆∣ ≤ H при любом Н∈ ℝା

଴ . 

Таким образом, условия (3) выполняются. 
Аналогичные исследования разрешимости и устойчивости решений можно про-

вести и для уравнения теплопроводности с запаздыванием и отклонением аргумента в 
граничных условиях. 

Рассмотрим уравнение с отклоняющимся аргументом с отклонением аргумента в 
граничных условиях. 

𝑑𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑ଶ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥ଶ
+ 𝑏𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ)                  (9) 

с условием ൜
𝑢(0, 𝑡) = 0

𝑢ᇱ(1, 𝑡 ) + 𝑎𝑢(1, 𝑡 − ℎ) = 0 .
         (10) 

Здесь 𝑎, 𝑏  являются вещественными числами, 𝑎 −
число, связанное с запаздыванием ℎ неравенством ∣ 𝑎 ∣ 𝑒ு௛ < 1. 

Уравнение (9) является частным случаем уравнения (1). 
Действительно, переписав (9) в виде 

1

𝑖

𝑑𝑢

𝑑𝑡
−

1

𝑖

𝑑ଶ𝑢

𝑑𝑥ଶ
−

1

𝑖
 𝑏𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ) = 0 или 

1

𝑖

𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 𝑖

𝑑ଶ𝑢

𝑑𝑥ଶ
+ 𝑖𝑏𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ) = 0, 

мы видим, что оно получается из (1) , если  

𝐴଴ = −𝑖
ௗమ

ௗ௫మ
, 𝐴ଵ = −𝑖𝑏 ∈ 𝑍ஶ(𝑋, 𝑌), ℎ଴ = 0, ℎ଴ = ℎ, 𝑚 = 1. 

 

Определим пространства X и Y следующим образом: 
𝑋 = {𝑢(𝑥), 𝑢(0) = 0, 𝑢ᇱ(1) + 𝑎𝑒ିఐఒ௛𝑢(1) = 0, 

∥ 𝑢(𝑥) ∥ = ቀ∫ ∣ 𝑢(𝑥) ∣ଶ+ + ∣ 𝑢ᇱ(𝑥) ∣ଶ+∣ 𝑢ᇳ(௫) ∣ଶ)𝑑𝑥)
ଵ

଴
ቁ

ଵ
ଶൗ

< ∞}, 

Y=  {𝑢(𝑥), ∥ 𝑢(𝑥) ∥ = (∫ ∣ 𝑢(𝑥) ∣ଶ 𝑑𝑥)
ଵ

଴

ଵ
ଶൗ

< ∞}. 
 

Применим преобразование Фурье к уравнению (9) 

 
ଵ

√ଶగ
∫ 𝑒ି௜ఒ௧ డ௨

డ௧
𝑑𝑡 =

ଵ

√ଶగ
∫ 𝑒ି௜ఒ௧ ௗమ௨

ௗ௫మ
𝑑𝑡 +

௕

√ଶగ
∫ 𝑒ି௜ఒ௧ାஶ

ିஶ
𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ)𝑑𝑡.

ାஶ

ିஶ

ାஶ

ିஶ
 

Интегрируя подынтегральное выражение в левой части по частям, получим 
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1

√2𝜋
න 𝑒ି௜ఒ௧

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑡 =

1

√2𝜋
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑒ି௜ఒ ∕ାஶ

ିஶ+
ାஶ

ିஶ

𝑖𝜆

√2𝜋
න 𝑒ି௜ఒ௧𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑖𝜆𝑢෤(𝑥, 𝜆),

ାஶ

ିஶ

 

так как  
ଵ

√ଶగ
∫ 𝑒ି௜ఒ డమ௨

డ௫మ
𝑑𝑡 =

ௗమ௨ ෥ (௫,ఒ)

ௗ௫మ

ାஶ

ିஶ
 

и   
௕

√ଶగ
∫ 𝑒ି௜ఒ௧ାஶ

ିஶ
𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ)𝑑𝑡 = 𝑏𝑒ି௜ఒ௛  𝑢෤(𝑥, 𝜆), то после применения преобразования 

Фурье имеем  

𝑖𝜆𝑢෤(𝑥, 𝜆) =
𝑑ଶ𝑢 ෥ (𝑥, 𝜆)

𝑑𝑥ଶ
+ 𝑏𝑒ି௜ఒ௛  𝑢෤(𝑥, 𝜆), 

или ቀ𝑖𝜆 − 𝑏𝑒ିఐఒ௛ −
ௗమ

ௗ௫మ
ቁ 𝑢෤(𝑥, 𝜆) = 0. 

Таким образом, резольвента 𝑅௣(𝜆) ≡ ቀ𝜄𝜆 − 𝑏𝑒ିఐఒ௛ −
ௗమ

ௗ௫మ
ቁ

ିଵ

. 

Для простоты обозначим через μ = 𝑏𝑒ିఐఒ௛ − 𝜄𝜆, 𝑢෤(𝑥, 𝜆) ≡ 𝑢(𝑥). 
Тогда из уравнения 𝑅௣(𝜆)𝜓(𝑥) следует, что 

                       𝑢ᇳ(𝑥) + 𝜇𝑢(𝑥) = 𝜓(𝑥)                                                                  (11) 
Условия (10) после преобразования Фурье перейдут в  

൜
𝑢(0) = 0

 𝑢ᇱ(1) + 𝑎𝑒ିఐఒ௛𝑢(1) = 0.
 

Таким образом, задача (9), (10) после преобразования Фурье перейдет в 
𝑢ᇳ(𝑥) + 𝜇𝑢(𝑥) = 𝜓(𝑥) 

                                       ൜
𝑢(0) = 0

𝑢ᇱ(1) + 𝑎𝑒ିఐఒ௛𝑢(1) = 0.
                                  (12) 

 Далее аналогичными выкладками можно доказать, что условия (3) выполняются. 
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In the article [1] for a functional-differential equation with unbounded operator coefficients in 
a Hilbert space with a power-law weight, conditions for the solvability and stability of solutions are 
obtained. By applying Fourier transforms to an abstract equation with constant delays, a resolvent is 
obtained. The conditions for the solvability and stability of solutions are obtained in terms of the re-
solvent. In this article, for a specific equation of mathematical physics, namely the heat equation with 
delay in boundary conditions in spaces with a power-law weight, we check the feasibility of these 
conditions. For the heat equation with a retarded argument and delay under boundary conditions in 
spaces with a power-law weight, conditions for the solvability and stability of solutions are obtained. 
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