
Алиев М.С. Об одной системе функций Маркова 
 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2022. Том 37. Вып. 2 

16

УДК 517.512 
 

DOI: 10.21779/2542-0321-2022-37-2-16–19 
 

М.С. Алиев  
Об одной системе функций Маркова 

 
Дагестанский государственный университет; Россия, 367000, г. Махачкала,  

ул. М. Гаджиева, 43а; aliev.mingazhudin@yandex.ru 
 

В статье устанавливаются необходимые и достаточные условия, при которых произ-
вольные целые степени переменной образуют систему Маркова на промежутке числовой оси, 
содержащей внутри себя начало координат. Указывается на различие свойств полиномов по 
этим степеням на интервале, не содержащем начало координат. 
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Систему [1] вещественных функций 𝑢଴(𝑥), 𝑢ଵ(𝑥), … , 𝑢௡(𝑥), определенных на 

[а, в], называют системой Чебышева  (Т௡¯системой) порядка n, если каждый 
полином 𝑃௡(x)=∑ 𝛼௞𝑢௞

௡
௞ୀ଴ (𝑥) (∑ 𝛼௞

ଶ௡
௞ୀ଴ > 0)  имеет на [а, в] не более 𝑛 корней. 

Требование к количеству корней полинома в определении системы Чебышева 
равносильно условию: определитель 

Dቀ
𝑢଴,𝑢ଵ, … 𝑢௡

𝑥଴,𝑥ଵ, … 𝑥௡
ቁ ≠ 0  при любых а≤ 𝑥଴ < 𝑥ଵ < ⋯ < 𝑥௡ ≤ 𝑏. 

Систему функций 𝑢଴(𝑥), 𝑢ଵ(𝑥), … , 𝑢௡(𝑥),    определенных на 
[а, в], называют системой Маркова  (М௡¯системой) порядка n, если каждая 
из систем 𝑢଴(𝑥), 𝑢ଵ(𝑥), … , 𝑢௠(𝑥) (𝑚 = 0,1 … , 𝑛) будет 𝑇௠¯системой на [а, в]. 

Классическим примером 𝑀௡¯системы на любом промежутке [а, в] является 
система  функций 1, х, 𝑥ଶ, … 𝑥௡. Определитель Вандермонда 

𝐷 ൬
1, 𝑥, … , 𝑥௡

𝑥଴,𝑥ଵ, … , 𝑥௡
൰ = ∏ (𝑥௝ − 𝑥௜଴ஸ௜ழ௝ஸ௡ ) > 0 . 

В статье найдены условия, которые нужно наложить на функции 
𝑥ఈబ , 𝑥ఈభ , … , 𝑥ఈ೙ , чтобы они образовали 𝑀௡-систему на [а, в]   при а < 0 < в.  

   Доказательство проведем двумя способами: опираясь на структуру систем
Маркова [1] и устанавливая знаки определителей для некоторых наборов функций. 

Теорема. Для того чтобы функции 𝑥ఈబ , 𝑥ఈభ , … , 𝑥ఈ೙  (𝛼଴ < 𝛼ଵ < ⋯ < 𝛼௡) образо-
вали 𝑀௡¯систему на [а, в] (а< 0 < в), необходимо и достаточно 

1) 𝛼଴ = 0,     
2) все разности 𝛼௞ାଵ − 𝛼௞ = 𝑚௞  должны быть нечетными числами. 
Достаточность. Так как первая функция не должна иметь корней, 𝑥଴ = 1. 
Докажем, что любой полином Рк(х) = с଴ + сଵхఈభ + ⋯ + скхఈк к = 1, 2, …, n 

может иметь на [а, в] не более ĸ нулей. 
Для доказательства  представим хఈк  в виде интеграла Стилтьеса от функций  

х௠к  k= 1, 2, …,  n. 
Заметим, 𝛼଴ = 0, 𝛼ଵ = 𝑚ଵ, 𝛼ଶ = 𝑚ଵ + 𝑚ଶ, … , 𝛼௞= 𝑚ଵ + 𝑚ଶ + ⋯ + 𝑚௞ 

хఈభ = ∫ 𝑑(𝑥௠భ),   
௫

଴
хఈమ =

௠భା௠మ

௠భ
∫ 𝑑(𝑡ଵ

௠భ) ∫
𝑑(𝑡ଶ

௠మ)
   

௧భ

଴
  

 

௫

଴
 , …, 
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хఈೖ =
(௠ೖା௠ೖషభ)…(೘ೖశ೘ೖషభశ⋯శ೘భ)

௠భ௠మ…௠ೖ
 ∫ 𝑑(𝑡ଵ

௠భ) ∫
𝑑(𝑡ଶ

௠మ)
   

௧భ

଴
  

 

௫

଴
… ∫ 𝑑(𝑡௞

௠ೖ௧ೖ

଴
). 

В полиноме Рк(х) функции  хఈк  заменим их выражениями через интеграл  
Стилтьеса. Коэффициенты перед интегралами включим в произвольные  постоян-
ные ск  к = 1, 2, . . ., 𝑛. 

Рк(х) = с଴ + сଵ න 𝑑(𝑥௠భ) + сଶ න 𝑑(𝑡ଵ
௠భ) න 𝑑(𝑡ଶ

௠మ)
   

௧భ

଴

  

 

௫

଴

+ ⋯ +

   

௫

଴

 

+ск ∫ 𝑑(𝑡ଵ
௠భ) ∫

𝑑(𝑡ଶ
௠మ)

   

௧భ

଴
  

 

௫

଴
… ∫ 𝑑(𝑡௞

௠ೖ௧ೖ

଴
). 

Чтобы установить, что число нулей полинома Рк(х) не превосходит  к,

начнем рассуждать с конца этого полинома: полином  𝑠ଵ(𝑥) = 𝐴ଵ + 𝐴ଶ ∫ 𝑑(𝑡௞
௠ೖ௫

଴
) имеет 

на [а, в]  не более одного нуля, так как функция 𝑠ଵ(𝑥) = 𝐴ଵ + 𝐴ଶ𝑥௞
௠ೖ   строго моно-

тонна. Полином 𝑠ଶ(𝑥) = 𝐴ଵ + 𝐴ଶ ∫ 𝑑(𝑡ଵ
௠ೖషభ௫

଴
) + Аଷ ∫ 𝑑(𝑡ଵ

௠кషభ) ∫
𝑑(𝑡ଶ

௠к)
   

௧భ

଴
  

 

௫

଴
имеет не 

более двух нулей на [а, в].  Если предположить наличие трех и более нулей, то про-
дифференцируем 𝑠ଶ(𝑥) по монотонно возрастающей  на [а, в] функции 𝑥  ௠ೖషభ. По 
обобщенной теореме Ролля полином 𝑠ଵ(𝑥) = 𝐴ଶ + 𝐴ଷ ∫ 𝑑(𝑡௞

௠ೖ௫

଴
)  обращается в нуль не 

менее двух раз, получаем противоречие. Далее 𝑠ଷ(𝑥) дифференцируем по 𝑥  ௠ೖషమ и так 
далее повторяем эти рассуждения к + 1 раз. В итоге, полином Рк(х) = 𝑠к(𝑥) может 
иметь на [а, в] не более к нулей. 

Необходимость. Предположим противное:  хотя бы одно 𝑚௞  – четное число. 
Для определенности пусть   𝑚ଵ =  𝑚ଶ= 𝑚௡ = 1, 𝑚௡ାଵ = 2. 
Вычислим определитель 

ቮ 

1 𝑥ଵ  𝑥ଵ
ଶ … 𝑥ଵ

௡ିଵ 𝑥ଵ
௡ାଵ

… . . … … . . … . .
1𝑥௡ାଵ௫೙శభ

మ … . 𝑥௡ାଵ
௡ିଵ 𝑥௡ାଵ

௡ାଵ
ቮ =∑ ൫𝑥௝−𝑥௜൯ଵஸ௜ழ௝ஸ௡ାଵ (𝑥ଵ + 𝑥ଶ + ⋯ + 𝑥௡ାଵ). 

Легко подобрать точки на 
[а, в]  (а < 0 < в),         чтобы определитель  обратился в нуль.   
              При 𝑚ଵ = 3,    𝑚ଶ =  2  имеем                               

ቮ

1 𝑥ଵ
ଷ 𝑥ଵ

ହ

1 𝑥ଶ
ଷ 𝑥ଶ

ହ

1 𝑥ଷ
ଷ 𝑥ଷ

ହ

ቮ = (𝑥ଶ − 𝑥ଵ) (𝑥ଶ − 𝑥ଵ)ൣ∑ 𝑥ଵ
௜భ𝑥ଶ

௜మ𝑥ଷ
௜య

௜భା௜మା௜యୀହ ൧. 

Если положить 𝑥ଵ = −1, 𝑥ଶ = 0, 𝑥ଷ = 1, определитель равен нулю  
112 (𝑥ଵ

ଷ𝑥ଷ
ଶ+𝑥ଵ

ଶ𝑥ଷ
ଷ) = 0. 

Рассмотрим возможность доказательства теоремы,  находя знаки  
определителей.  Пусть  𝑥ఈబ ≡ 1 и 𝛼ଵ−𝛼଴ = 3 − 0 = 3, 𝛼кାଵ − 𝛼к = 1 к = 1, 2, …, n–1, 
то есть рассмотрим систему функций 1, хଷ, хସ, … , х௡. Определитель 

𝐷 ൬
1, 𝑥ଷ, 𝑥ସ, … , 𝑥௡

𝑥ଵ,  𝑥ଶ, … , 𝑥௡ିଵ
൰ = ෑ(𝑥௝ − 𝑥௜) ൤෍ 𝑥௜భ

ଶ … 𝑥௜೙షమ

ଶ +
௡ିଵ

ଵ
 

+ ∑ 𝑥௜భ

ଶ … 𝑥௜೙షయ

ଶ 𝑥௜೙షమ

௡ିଵ
ଵ 𝑥௜೙షభ

൧,                                                      [4], 
где в первой сумме 𝐶௡ିଵ

௡ିଶ = 𝑛 − 1 слагаемых, во второй – 

  𝐶௡ିଵ
ଶ =

(௡ିଵ)(௡ିଶ)

ଶ
  𝑐лагаемых. Каждый индекс 𝑖௞ принимает значения от 1 до  

𝑛 − 1, и слагаемые отличаются друг от друга хотя бы одним индексом 
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𝐷 ൬
1 𝑥ଷ

𝑥ଵ 𝑥ଶ
൰ = ෑ(1, 2)(𝑥ଵ

ଶ + 𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଵ𝑥ଶ) =  ෑ(1, 2) 

1

2
(𝑥ଵ

ଶ + 𝑥ଶ
ଶ + (𝑥ଵ + 𝑥ଶ)ଶ) > 0 

D൬
1 𝑥ଷ 𝑥ସ

𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ
൰ = ∏(1, 2, 3)(∑ 𝑥௜భ

ଶଷ
ଵ 𝑥௜మ

ଶ + ∑ 𝑥௜భ

ଶ 𝑥௜మ
𝑥௜య

ଷ
ଵ ) =  ∏(1, 2, 3) ∑ 𝑥௜భ

ଶଷ
ଵ ൫𝑥௜మା𝑥௜య

൯
ଶ

. 

В общем случае 4≤ 𝑚 ≤ 𝑛.  Для определения знака определителя воспользу-
емся непрерывностью функций 𝑥௜ и тем, что а < 0 < в. Пусть 
a = 𝑥଴ ≤ 𝑥ଵ < ⋯ < 𝑥௠ିଵ ≤ 𝑥௠ = 𝑏 –  произвольные точки, и хкିଵ < 0 < хкାଵ, 

к = 1, 2, …, m–1. Sign D ൬
1 𝑥ଷ … 𝑥௠

𝑥ଵ, … , 𝑥௞ିଵ, 𝑥௞ , 𝑥௞ାଵ, … 𝑥௠ିଵ
൰ =      

   = sign D ൬
1 𝑥ଷ … 𝑥௠

𝑥ଵ, … , 𝑥௞ିଵ, 0, 𝑥௞ାଵ, … 𝑥௠ିଵ
൰ = 

= 𝑠𝑖𝑔𝑛|𝑥ଵ
ଷ| … ห𝑥௞ିଵ

ଷ ห𝑥௞ାଵ
ଷ … 𝑥௠ିଵ

ଷ 𝐷 ൬
1 𝑥 … 𝑥௠ିଷ

𝑥ଵ … 𝑥௞ିଵ,𝑥௞ାଵ … 𝑥௠ିଵ
൰ = 

= 𝑠𝑖𝑔𝑛|𝑥ଵ
ଷ| … ห𝑥௞ିଵ

ଷ ห𝑥௞ାଵ
ଷ … 𝑥௠ିଵ

ଷ ෑ(𝑥ଵ, … , 𝑥௞ିଵ,𝑥௥ାଵ, … , 𝑥௠ିଵ) > 0. 

Рассмотрим теперь систему функций 1, 𝑥, 𝑥ସ, 𝑥ହ, … , 𝑥௡. Для любого 4≤ 𝑚 ≤ 𝑛 
при  хкିଵ < 0 < хкାଵ имеем  

sign D൬
1 𝑥 𝑥ସ … 𝑥௠

𝑥ଵ, … 𝑥௞ିଵ, 0, 𝑥௞ାଵ, … , 𝑥௠ିଵ
൰ = 𝑠𝑖𝑔𝑛|𝑥ଵ| … |𝑥௞ିଵ|𝑥௞ାଵ … 𝑥௠ିଵ 

D൬
1 𝑥ଷ𝑥ସ … 𝑥௠ିଵ

𝑥ଵ … 𝑥௞ିଵ, 𝑥௞ାଵ, … 𝑥௠ିଵ
൰ > 0, 

учитывая результат предыдущего случая.  
Далее, используя математическую индукцию приходим к выводу, что  функции 

1, x, 𝑥ଶ, … , 𝑥௣, 𝑥௣ାଷ, 𝑥௣ାସ, … , 𝑥௡ образуют систему Маркова  при 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 − 3. 
По этой схеме рассуждений доказываем теорему при  𝛼ଵ − 𝛼଴ = 5; 𝛼ଵ − 𝛼଴=7. 

При 0 ≤ а < в  (а < в ≤ 0) функции 𝑥௠ монотонно возрастают ( убывают) незави-
симо от четности m. Определители тоже отличны от нуля, так как 
все 𝑥௜ одного знака. 
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The article presents some necessary and sufficient conditions under which the arbitrary integer 

powers of a variable form a Markov system on the interval of a numerical axis, containing the internal 
coordinate system. 

It is indicated that the properties of polynomials in these degrees differ on an interval that does 
not contain the origin of coordinates. 
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