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В статье приведены различные обобщения теоремы Пифагора, играющие существенную 
роль в различных вопросах анализа, механики. Бесконечномерным аналогом данного утвер-
ждения является теорема Парсеваля, занимающая стержневое положение в анализе. Вопросы 
полноты ортогональных систем функций и разложений по ним неизбежно приводят к исполь-
зованию равенства Парсеваля, обобщения теоремы Пифагора. Как известно, теория возмуще-
ний линейных операторов, созданная Рэлеем и Шредингером, представляет собой курс резуль-
татов по спектральной теории линейных операторов, занимающий важное место в прикладной 
математике, механике. В теории возмущений важной проблемой является вопрос разложения 
функций по ортогональным системам функций, связанный равенством Парсеваля. С использо-
ванием метода теории возмущений получено асимптотическое представление критических 
нагрузок по малому параметру ߝ в задаче продольного изгиба стержня. 
  

Ключевые слова: ортогональная система, равенство Парсеваля, краевая задача, 
асимптотика, критическая нагрузка. 
 
1. Теорема Пифагора и некоторые ее обобщения в конечномерных пространствах 

Одна из жемчужин всей математики – теорема Пифагора – имеет простую фор-
мулировку. 

Теорема 1. Квадрат длины гипотенузы прямоугольного треугольника равен сум-
ме квадратов длин его катетов. 

В зависимости от рассматриваемой задачи данное утверждение формулируется в 
различных формах [1–2]: квадрат длины диагонали прямоугольника равен сумме квад-
ратов двух его непараллельных сторон; площадь квадрата, построенного на гипотенузе 
прямоугольного треугольника, равна сумме площадей квадратов, построенных на его 
катетах; квадрат длины диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квад-
ратов длин его трех ребер с общей вершиной и т. д. 

Пусть в п-мерном евклидовом пространстве E୬ выбрана ортогональная система 
векторов aሬԦଵ, aሬԦଶ, … , aሬԦ୬. При любых действительных числах αଵ, αଶ, … , α୬ имеет место ра-
венство [1; 5]: 

																อα୧,

୬

୧ୀଵ

aሬԦ୧อ

ଶ

ൌα୧ଶ, |aሬԦ୧|ଶ
୬

୧ୀଵ

.																																													ሺ1ሻ 

Безусловно, равенство (1) является обобщением теоремы Пифагора на случай много-
мерного евклидова пространства. 
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 Рассмотрим векторы a		ሬሬሬԦ	и bሬԦ из евклидова пространства E୬, имеющие в заданной 
ортонормированной системе eሬԦଵ, eሬԦଶ, … , eሬԦ୬		координатные представления  

aሬԦ ൌ ሺxଵ, xଶ, … , x୬ሻ, 	bሬሬሬԦ ൌ ሺyଵ, yଶ, … , y୬ሻ. 
Имеет место следующее предложение, являющееся также  обобщением теоремы Пифа-
гора [1; 5]. 

Теорема 2. Два вектора aሬԦ		и bሬԦ перпендикулярны тогда и только тогда, когда име-
ет место равенство  

																											xଵyଵ  xଶyଶ  ⋯ x୬y୬ ൌ 0.																																																											ሺ2ሻ 
 В трехмерном пространстве рассмотрим регулярную кривую  

rԦሺtሻ ൌ ൫xሺtሻ, yሺtሻ, zሺtሻ൯, a ൏ ݐ ൏ ܾ. 
Имеет место своеобразный аналог теоремы Пифагора, выражаемый следующим равен-
ством для дифференциалов [3; 4; 6; 7]: 

																				ሺdrԦሻଶ ൌ ሺdxሻଶ  ሺdyሻଶ  ሺdzሻଶ.																																																ሺ3ሻ 
В случае регулярной кривой  

rԦሺtሻ ൌ ൫xଵሺtሻ, xଶሺtሻ, … , x୬ሺtሻ൯ 
многомерного пространства R୬ равенство (3) допускает обобщение и принимает вид  

									ሺdrԦሻଶ ൌ ሺdxଵሻଶ  ሺdxଶሻଶ  ⋯ ሺdx୬ሻଶ	.																ሺ4ሻ 
Равенства (3)–(4) имеют место для длины Sሺtሻ дуги регулярной кривой, заданной урав-
нением rԦ ൌ rԦሺtሻ, ибо в случае регулярности кривой  

dSሺtሻ ൌ |rԦሺtሻ|dt. 
 Обобщение теоремы Пифагора, задаваемое равенствами (3)–(4), имеет самые 
различные приложения в механике [6; 7]. Приведем примеры из механики, иллюстри-
рующие данный факт. 
 Пусть нам дано трехмерное ориентированное риманово многообразие M. Пред-
положим, что в нем даны локальные координаты xଵ, xଶ, xଷ. Если квадрат элемента дли-
ны имеет вид  

dSଶ ൌ Eଵdxଵ
ଶ  Eଶdxଶ

ଶ  Eଷdxଷ
ଶ, 

то координаты xଵ, xଶ, xଷ называются триортогональной системой координат в M.  
Различные математические преобразования, в частности векторные операции, в 

триортогональной системе координат существенно упрощаются. К примеру, если век-
торное поле имеют вид  

AሬሬԦ ൌ AଵeሬԦଵ  AଶeሬԦଶ  AଷeሬԦଷ, 
где eሬԦ୧ – координатные орты, то для ротора и дивергенции этого поля имеет место соот-
ветственно следующие представления: 

rot	AሬሬԦ ൌ
1

ඥEଵEଶEଷ
ተ
ተ

ඥEଵeሬԦଵ ඥEଶeሬԦଶ ඥEଷeሬԦଷ
∂
∂xଵ

∂
dxଶ

∂
dxଷ

AଵඥEଵ AଶඥEଶ AଷඥEଷ

ተ
ተ, 

diVAሬሬԦ ൌ
1

ඥEଵEଶEଷ

∂
∂xଵ

൫AଵඥEଶEଷ൯ 
∂
∂xଶ

൫AଶඥEଷEଵ൯ 
∂
∂xଷ

൫AଷඥEଵEଶ൯൨. 

Оператором Лапласа на многообразии M называется оператор  
∆ൌ diݒgrad. 

Для его выражения на скалярном поле f ൌ fሺxଵ, xଶ, xଷሻ, заданном на M, в случае 
триортогональной системы имеет место упрощенное представление  
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∆f ൌ
1

ඥEଵEଶEଷ

∂
∂xଵ

ቌ	ඨ
EଶEଷ
Eଵ

	
∂f
∂xଵ

ቍ 
∂
∂xଶ

ቌඨ
EଵEଷ
Eଶ

df
dxଶ

ቍ 
∂
∂xଷ

ቌ		ඨ
EଵEଶ
Eଷ

	
df
	dxଷ

ቍ. 

 В произвольной системе координат приведенные формулы имеют сложный вид. 
Условие ортогональности системы координат, выполнение обобщенной теоремы Пифа-
гора существенно упрощают многие математические объекты, инвариантные относи-
тельно выбора декартовой системы координат. 
 Положение механической системы с числом частиц N определяется вектором  

Xሺtሻ ൌ ൫rԦଵሺtሻ, … , rԦሺtሻ; pሬԦଵሺtሻ, … , pሬԦሺtሻ൯ 
значений координат и значений импульсов всех частиц этой системы. Пространство 
n ൌ 6N переменных образует 6N-мерное фазовое пространство рассматриваемой меха-
нической системы. Всякие функции координат и импульсов частиц системы f ൌ fሺXሻ 
являются функциями динамических переменных. Состояние механической системы 
задается набором значений основных динамических переменных системы. Вопросы 
поведения функций динамических переменных удобно рассматривать в ортогональных 
системах.   
 

2. Бесконечномерный аналог теоремы Пифагора 
 Пусть задано бесконечномерное евклидово пространство E с заданным скаляр-
ным  произведением ሺf, gሻ для произвольных векторов f и g из E. Длина вектора f опре-
деляется как норма ‖f‖ по формуле  

‖f‖ ൌ ඥሺf, fሻ		, 
а углом φ между векторами f и g – согласно формуле  

ሺf, gሻ ൌ ‖f‖ ∙ ‖g‖ cosφ. 
 Пусть система векторов fଵ, fଶ, … , f୬ является попарно ортогональной в евклидо-
вом пространстве E. Тогда для любых вещественных чисел αଵ, αଶ, … , α୬ имеет место 
равенство  

ะα୧f୧

୬

୧ୀଵ

ะ

ଶ

ൌα୧
ଶ

୬

୧ୀଵ

‖f୧‖ଶ 

при любом конечном n. Данное равенство очевидно, и оно по смыслу является обобще-
нием теоремы Пифагора; задаваемое равенство (1) для конечномерного случая.  
 Рассмотрим произвольную ортогональную систему элементов  

φଵ, φଶ, … , φ୬,… 
из евклидова пространства E. Для произвольного вектора f из E определим коэффици-
енты Фурье  

c୩ ൌ ሺf, φ୩ሻ, k ൌ 1, 2, …. 
Как известно, имеет место следующее неравенство Бесселя:  

c୩
ଶ

ஶ

୩ୀଵ

‖φ୩‖ଶ  ‖f‖ଶ.																																																														ሺ5ሻ 

 Ортогональная система ሼφ୩ሽ называется полной в E, если для любого элемента f 
данного пространства E и для любого положительного числа ε найдется такая линейная 
комбинация 

σ୬ ൌ αଵφଵ  αଶφଶ  ⋯ α୬φ୬ 
конечного числа элементов ሼφ୩ሽ	, отклонение которой от f по норме пространства 	E 
меньше  ε.  
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Иными словами, система ሼφ୩ሽ называется полной, если любой элемент данного 
пространства E можно приблизить по норме этого пространства с любой степенью точ-
ности линейными комбинациями конечного числа элементов из ሼφ୩ሽ. 
 Имеет место следующее предложение, являющееся обобщением теоремы Пифа-
гора на случай бесконечномерного евклидового пространства. 
 Теорема 3. Пусть ሼφ୩ሽ, k ൌ 1,2, … есть полная ортогональная система векторов в 
евклидовом пространстве E и c୩ ൌ ሺf, φ୩ሻ. Тогда для любого элемента f из E имеет ме-
сто равенство Парсеваля 

c୩
ଶ‖φ୩‖ଶ ൌ ‖f‖ଶ

	ஶ

୩ୀଵ

.																																																										ሺ6ሻ 

 Равенство Парсеваля (6) вполне понятно и по своему смыслу так же очевидно. 
Вектор 

f୩ ൌ c୩φ୩ ൌ ሺf, φ୩ሻφ୩ 
является проекцией вектора f на направление вектора φ୩. Следовательно, геометриче-
ски равенство Парсеваля означает, что сумма квадратов длин проекций вектора f на 
взаимно ортогональные направления равна квадрату длины самого вектора f. В этом и 
состоит утверждение теоремы Пифагора в случае конечномерных евклидовых про-
странств E୬, в частности пространств Rଶ и Rଷ. Если же система ሼφ୩ሽ не полна, не зада-
ет, не замыкает всё евклидово пространство E, то имеет место неравенство Бесселя  
[8–10].  
 Систему векторов называют замкнутой в евклидовом пространстве E, если ее 
линейная оболочка плотна в E. В сепарабельном евклидовом пространстве  полнота и 
замкнутость ортогональной системы эквивалентны. 
 Для замкнутости в E ортогональной системы векторов необходимо и достаточно, 
чтобы для любого вектора f имело место равенство Парсеваля (6). Равенство Парсеваля 
по праву часто называют уравнением замкнутости. 
 

3. Приложение равенства Парсеваля к задачам механики и математической  
физики 

Решение различных задач естествознания сводится к исследованию соответ-
ствующих им краевых задач, математических моделей. Как известно, решение краевых 
задач эквивалентно исследованию спектральных характеристик соответствующего 
дифференциального оператора. При этом возникает задача разложения функции в ряд 
Фурье по собственным функциям рассматриваемой краевой задачи. Можно указать 
большое число задач, решение которых приводит к разложению по собственным функ-
циям дифференциальных операторов. Среди этих задач большой интерес представляют 
задачи квантовой механики, для которых дифференциальные операторы являются ос-
новным математическим аппаратом. Сама задача разложения функции по собственным 
функциям оператора неразрывно связана с задачей обоснования равенства Парсеваля 
для полученного разложения [10; 13]. 

Рассмотрим задачу произвольного изгиба стержня, в которой требуется опреде-
лить критические нагрузки		P୬, под воздействием которых стержень теряет свою перво-
начальную прямолинейную форму и изгибается. В случае стержня длины 	l		с одним 
свободным и другим защемленными концами данная задача механики приводится к 
решению следующей краевой задачи [14–16]: 

                     െEሺxሻJሺxሻyᇱᇱሺxሻ ൌ Pyሺxሻ, 0 ൏ x ൏ l                  (7) 
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                                 yሺ0ሻ ൌ 0, yᇱሺlሻ ൌ 0,																																																					ሺ8ሻ 
где P – приложенная к свободному концу стержня сила; E(x) и J(x) – соответственно 
модуль упругости Юнга и осевой момент инерции стержня, характеризующие дефор-
мационные свойства стержня; y(х) – уклонение изогнутого стержня от первоначального 
прямолинейного положения в точке с абсциссой х. Как нетрудно понять, у(х) есть урав-
нение изогнутой формы стержня в выбранной системе координат, принимаемой  под 
воздействием приложенной силы P. 

Если рассмотреть дифференциальный оператор 
             Hf(x) = –E(x)J(x)	f ᇱᇱሺݔሻ             (9) 

на пространстве функций 
D(H) ={∈ Cଶሾ0, lሿ|	fሺ0ሻ ൌ 0, f ᇱᇱሺlሻ ൌ 0ሽ,																																														ሺ10ሻ 

то решение краевой задачи (7)–(8) приводится к исследованию спектральных свойств 
оператора H. 

Определение собственных значений оператора H в общем случае осложняется 
в зависимости от свойств функции ρሺxሻ ൌ EሺxሻJሺxሻ. Воспользуемся методом теории 
возмущений для получения асимптотики собственных чисел оператора H. 

Обозначим через H оператор, в который вырождается оператор H при посто-
янных параметрах 

Eሺxሻ ൌ 	E, Jሺxሻ ൌ 	 J, 0  x  l. 
Тогда собственные числа оператора H распределены по закону [14–15]: 

P୬ ൌ EJ ൬
2n  1
2l

൰
ଶ

πଶ,			n ൌ 0,1,2,… ;																																		ሺ11ሻ 

соответствующие им нормированные собственные функции имеют вид 

Ψ୬ሺx, p୬ሻ ൌ ඨ
2
l
	sin

2n  1
2l

πx, n ൌ 0, 1, 2, ….																			ሺ12ሻ	 

Ортонормированная система функций (12) является полной в пространстве Lଶሺ0, lሻ дей-
ствительных функций с обычным скалярным произведением [10; 15]. Для разложений 
непрерывных функций по данной системе имеет место равенство Парсеваля. Этот факт 
позволяет нам использовать метод теории возмущений для получения асимптотики 
спектра оператора H [11; 12]. 

Пусть εB есть малое возмущение оператора H, т. е. H ൌ H  εܤ, где		ε – веще-
ственное малое число, а операторы H, H, B определены на одном и том же простран-
стве. При выполнении соответствующих условий для собственных чисел P୬ሺεሻ опера-
тора H имеет место разложение  

									P୬ሺεሻ ൌ P୬  P୬
ሺଵሻε  P୬

ሺଵሻεଶ  ⋯ P୬
ሺ୩ሻε୩  ⋯,																										ሺ13ሻ 

где P୬
ሺ୩ሻ,				k ൌ 0, 1, 2, …െ постоянные, коэффициенты при степенях разложения. 

Как мы видим из (13), постоянная P୬
ሺଵሻ есть коэффициент при параметре мало-

сти ε в главном члене поправки к величине P୬ሺεሻ. Для этого коэффициента имеет место 
следующее представление в виде скалярного произведения [11–13]: 

																																						P୬
ሺଵሻ ൌ ሺBΨ୬,Ψ୬ሻ.																																																																	ሺ14ሻ 

Предположим, что оператор B на множестве функций D(H) порождается выра-
жением  

Bfሺxሻ ൌ െEJQହሺxሻf ᇱᇱሺxሻ,																																										ሺ15ሻ 
где 
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Qହሺxሻ ൌa୧xହି୧
ହ

୧ୀ

 

есть многочлен степени n = 5. 
Теорема. Пусть в краевой задаче (7)–(8) функция жесткости равна 

 ρሺxሻ ൌ EJሾ1  εQହሺxሻሿ, 	Qሺxሻ есть произвольная первообразная многочлена Qହሺxሻ и  

α୬ሺlሻ ൌ
l

πሺ2n  1ሻ
,						n ൌ 0, 1, 2, …	. 

Тогда для собственных значений P୬ሺεሻ краевой задачи (7)–(8) при малых вещественных 
ε справедлива асимптота  

P୬ሺεሻ ൌ EJ ቈ
πሺ2n  1ሻ

2l

ଶ

ሼ1 
ε
l
ሼQሺlሻ െ Qሺ0ሻ െ 

  െα୬ଶሺlሻൣQᇱହሺlሻ  Qᇱହሺ0ሻ൧  α୬ସሺlሻൣQᇱᇱᇱହሺlሻ  Qᇱᇱᇱହሺ0ሻ൧ െ																			 ሺ16ሻ 
െα୬ሺlሻൣQ∨ହሺlሻ  Q∨ହሺ0ሻ൧ሽሽ  Oሺεଶሻ.	 

Доказательство. Поскольку согласно равенству (12) 

Ψᇱᇱ
୬ሺxሻ ൌ െඨ

2
l
ቈ
πሺ2n  1ሻ

2l

ଶ

sin
πሺ2n  1ሻx

2l
dx, 

то в силу равенств (14)–(15) будем иметь 

P୬
ሺଵሻ ൌ EJ

2
l
ቈ
πሺ2n  1ሻ

2l

ଶ

න Qହሺxሻsinଶ
πሺ2n  1ሻx

2l
dx.						

୪


ሺ17ሻ 

Обозначим через J интеграл в правой части соотношения (17). 
Нетрудно видеть, что 

J ൌ
1
2
ቈන Qହሺxሻdx

୪


െ න Qହሺxሻcos

πሺ2n  1ሻx
l

dx
୪


.															ሺ18ሻ 

 
Значение первого интеграла из последнего выражения равно Qሺlሻ െ Qሺ0ሻ;	про-

водя во втором интеграле из данного выражения два раза интегрирование по частям, 
мы придем к соотношению 

																					J ൌ
1
2
ቐQሺlሻ െ Qሺ0ሻ  

l
πሺ2n  1ሻ

൨
ଶ

ൈ

ൈ Qᇱହሺlሻ  Qᇱହሺ0ሻ

 නQᇱᇱହሺxሻ

୪



cos
πሺ2n  1ሻ

l
dxቑ	.																																																																									ሺ19ሻ 

Вполне очевидно равенство 

 Qᇱᇱହሺxሻ
୪
 cos 

ሺଶ୬ାଵሻ

୪
dx ൌ     

ൌ െ
l

πሺ2n  1ሻ
නQᇱᇱᇱହሺxሻ

୪



sin
πሺ2n  1ሻx

l
dx	.							ሺ20ሻ 



Ризаев М.К., Баламирзоев А.Г., Агаханов С.А. Об одном фундаментальном утверждении математики и его 
обобщениях и приложениях 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2021. Том 36. Вып. 4 

74

	Обозначим интеграл в правой части (20) через Jଵ. Однократное интегрирование 
по частям в нем показывает, что 

Jଵ ൌ
l

πሺ2n  1ሻ
Qᇱᇱᇱହሺlሻ  Qᇱᇱᇱହሺ0ሻ  නQ୍ହሺxሻ

୪



cos
πሺ2n  1ሻx

l
dx	.										ሺ21ሻ 

Введем для интеграла из (21) обозначение Jଶ. Понятно, что  

																																		Jଶ ൌ–ቂ ୪

ሺଶ୬ାଵሻ
ቃ
ଶ
ൣQହሺlሻ  Qହሺ0ሻ൧. 

Следовательно, для интеграла Jଵ имеем формулу 

Jଵ ൌ
l

πሺ2n  1ሻ
ൣQᇱᇱᇱହሺlሻ  Qᇱᇱᇱହሺ0ሻ൧ െ 

l
πሺ2n  1ሻ

൨
ଷ

ൣQହሺlሻ  Qହሺ0ሻ൧, 

соответственно для интеграла J будем иметь представление 

J ൌ ଵ

ଶ
൜Qሺlሻ െ Qሺ0ሻ  ቂ ୪

ሺଶ୬ାଵሻ
ቃ
ଶ
ൣQᇱହሺlሻ  Qᇱହሺ0ሻ൧ െ ቂ

ሺଶ୬ାଵሻ

୪
ቃ
ସ
ൣQᇱᇱᇱଷሺlሻ  		Qᇱᇱᇱଷሺ0ሻ൧ 

ቂ
ሺଶ୬ାଵሻ

୪
ቃ

ൣQହሺlሻ  Qହሺ0ሻ൧ൠ.          (22) 

Согласно принятому обозначению J для интеграла (17) имеем, что 

P୬
ሺଵሻ ൌ EJ 

πሺ2n  1ሻ
2l

൨
ଶ

J.																																																								ሺ23ሻ 

Из соотношений (13), (22) и (23) имеем требуемую асимптотику (16). Теорема доказана. 
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The paper presents various generalizations of the Pythagorean theorem, that play an essential 
role in various issues of analysis and mechanics. An infinite-dimensional analogue of this statement is 
Parseval's theorem which occupies a pivotal position in the analysis. Questions of the completeness of 
orthogonal systems of functions and their expansions inevitably lead to the use of Parseval's equality, a 
generalization of the Pythagorean theorem. As is known, the perturbation theory of linear operators, 
created by Rayleigh and Schrödinger, is a course of results on the spectral theory of linear operators, 
which occupies an important place in applied mathematics and mechanics. In perturbation theory, an 
important problem is the question of the expansion of functions in terms of orthogonal systems of 
functions, connected with the Parseval equality. Using the method of perturbation theory, an asymptot-
ic representation of critical loads with respect to the small parameter ε in the problem of longitudinal 
bending of a bar is obtained. 
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