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Локальные характеристики математических моделей сильно неоднородных сред, как 

правило, описываются функциями вида ܽሺିߝଵݔሻ, или ܾሺݔ, ,ݔଵିߝሻ, или ܿሺݔଵିߝ  ሻ, илиݔଵିߜ
݀ሺିߝଵݔ, ,ݔଵିߜ ,ߝ ሻ и т. д., гдеݔଵିߛ ,ߜ ߛ ൐ 0 – малые параметры, при этом функции ܽ, ܾ, ܿ, ݀ имеют 
упорядоченную структуру (они, например, периодические по переменным ݕ ൌ ݖ ,ݔଵିߝ ൌ  ݔଵିߜ
и т. д.). Следовательно, соответствующие математические модели – дифференциальные урав-
нения с быстро осциллирующими коэффициентами.  

Настоящая работа посвящена оценкам погрешности усреднения. Изучается скалярное 
уравнение Бельтрами с локально периодическим коэффициентом ߤሺݔ,   .ሻݔଵିߝ
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Вопросы погрешности усреднения дивергентных эллиптических и параболиче-

ских операторов второго порядка с локально периодическими коэффициентами рас-
смотрены в работах [1; 2]. 

В работах [3], [4] изучены вопросы погрешности усреднения обобщенных урав-
нений Бельтрами, в частности уравнения Бельтрами с периодическими коэффициента-
ми. В этой работе получены оценки погрешности локально-периодического усредне-
ния.  

Обозначения: Թଶ – плоскость, ܳ ⊂ Թଶ – ограниченная односвязная область, തܳ – 
замыкание области ܳ, запись ܳଵ ⋐ ܳ означает, что замыкание ܳଵ–	компакт из ܳ. 

߲௭̅ ൌ 2ିଵሺࣞଵ ൅ ݅ࣞଶሻ, ௭߲ ൌ 2ିଵሺࣞଵ െ ݅ࣞଶሻ, ௝ࣞ ൌ 
డ

డ௫ೕ
, ݆ ൌ 1,2,					 ݅		– мнимая единица, 

;ଶሺܳܮ ԧሻ – пространство Лебега комплекснозначных квадратично суммируемых функ-

ций, ௣ܹ
௞ሺܳ; ԧሻ	ሺ݇ ∈ Գ, 1 ൑ ݌ ൏ ∞ሻ – пространство Соболева, ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ
଴																		

 – подпростран-
ство пространства ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ, состоящее из элементов с нулевым следом на границе,  
– квадрат (ячейка периодов) со стороной, параллельной оси координат, длина стороны 
1. Периодической будем называть функцию периода 1 по каждой переменной. 〈ݑ〉 – 
среднее значение периодической функции ݑ, то есть  

〈ݑ〉 ൌ න .ݔሻ݀ݔሺݑ


 

Пусть ݑሺݔ,  .ݕ ௬ – среднее значение по〈ሻ⋅,ݔሺݑ〉 функция, тогда ݕ ሻ – периодическая поݕ
;௣ሺܮ ԧሻ, ௣ܹ

ଵሺ; ԧሻ, ݌ ൒ 1 – пространства Лебега и Соболева периодических функций. 

ଶܹ
ିଵሺ; ԧሻ – сопряженное ଶܹ

ଵሺ; ԧሻ пространство. Пространство, сопряженное с про-
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странством ܮଶሺ; ԧሻ, отождествляется с ܮଶሺ; ԧሻ, что возможно в силу теоремы Рисса. 
⇀ – знак слабой сходимости в соответствующем пространстве. 

Пусть Ω – произвольная подобласть плоскости Թଶ, и пусть gሺݔ, ݔሺ	ሻݕ ∈ Ω, ݕ ∈
Թଶሻ – непрерывная по ݔ ∈ Ω периодическая по ݕ функция, такая, что gሺx,  ሻ для любогоݕ
ݔ ∈ Ω как функция переменной ݕ, принадлежит ܮ௣ሺ; ԧሻ, ݌ ൒ 1, тогда gሺݔ, ሻݔଵିߝ ⇀
〈gሺx,⋅ሻ〉௬ в пространстве ܮ௣ሺΩଵ; ԧሻ при ߝ → 0, где Ωଵ – произвольная ограниченная по-
добласть области Ω. ଴ܹሺܳሻ – подпространство пространства ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ, элементы кото-
рого удовлетворяют следующим соотношениям: 

Re	ݓ|డொ ൌ 0,										 න Im	ݓ	ݔ݀
ொ

ൌ 0. 

Уравнение и оператор краевой задачи, если это не вызывает разночтений, обозначаем 
одним и тем же символом. ݕ௝ ൌ ,௝ݔଵିߝ ݆ ൌ 1; 2 – «быстрые» переменные. ׏, -௬ – гради׏
ент, y в индексе означает, что производные берутся по переменным ݕଵ, ܿ ଶ. Записьݕ ൐ 0, 
ܿ ൌ const	ሺܽ, ܾ, … ሻ означает, что ܿ – положительная постоянная, зависящая от величин 
в скобках. 

 
1. Формулировка результатов  

 
1.1. Задача Римана–Гильберта 

В ограниченной односвязной области ܳ с кусочно-гладкой границей рассмотрим 
задачу для скалярного уравнения Бельтрами 

	൜
ݑܣ ≡ ߲௭̅ݓ ൅ ߤ ௭߲ݓ ൌ ݂ ∈ 			,	ଶሺܳሻܮ
ݓ		 ∈ ଴ܹሺܳሻ	,																																										

																																													ሺ1.1ሻ 

где коэффициент ߤ	 െ ограниченная измеримая функция, удовлетворяющая условию. 
																																	vrai	sup	

௫∈ொ
|ሻݔሺߤ| 	൑ ݇଴ ൏ 1,																																																			ሺ1.2ሻ 

݇଴ ൐ 0 – постоянная (константа эллиптичности). 
Имеет место (см. [5; 6]) 
ТЕОРЕМА 1. Задача Римана–Гильберта (1.1) однозначно разрешима для любой 

правой части из ܮଶሺܳ; ԧሻ, причем имеют место априорные оценки: 

																							ሺ1 െ ݇଴ሻ‖߲௭̅ݓ‖௅మሺொ;ԧሻ
ଶ ൑ Reනݓܣ ∙ ߲௭̅ݓതതതതത	݀ݔ

ொ
	,																														ሺ1.3ሻ	 

							ሺ1 െ ݇଴ሻ‖߲௭̅ݓ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ௅మሺொ;ԧሻ‖ݓܣ‖ ൑ ሺ1 ൅ ݇଴ሻ‖߲௭̅ݓ‖௅మሺொ;ԧሻ	.							ሺ1.4ሻ	 
Выражение ‖ݓ‖ௐబሺொሻ ൌ ‖߲௭̅ݓ‖௅మሺொ;ԧሻ,			ݓ ∈ ଴ܹሺܳሻ	 задает норму (см. [5; 6]) в 

подпространстве ଴ܹሺܳሻ, эквивалентную норме исходного пространства ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ, по-

этому справедливы следующие оценки: 
																					сଵ‖ݓ‖ௐమ

భሺொ;ԧሻ ൑ ௅మሺொ;ԧሻ‖ݓܣ‖ ൑ сଶ‖ݓ‖ௐమ
భሺொ;ԧሻ,														ሺ1.5ሻ 

где сଵ, сଶ ൐ 0 – постоянные, зависящие только от ݇଴ и области ܳ. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть ݓ ∈ ଶܹ

ଵሺQ; ԧሻ – решение уравнения 	ሺ1.1ሻ, коэффициент 
ߤ ൌ  .ሻ которого равномерно непрерывен по Липшицу в ܳ, т. еݔሺߤ

ᇱሻݔሺߤ| െ |ሻݔሺߤ ൑ ᇱݔ|݈ െ ,ᇱݔ					,	|ݔ ݔ ∈ ܳ,	
где ݈ ൐ 0 – постоянная. И пусть  ݂ ∈ ଶܹ

ଵሺQ; ԧሻ, тогда ݓ ∈ ଶܹ,୪୭ୡ
ଶ ሺQ; ԧሻ и в любой ком-

пактной подобласти ܳଵ ⊂ ܳ имеет место оценка 
ௐమ‖ݓ‖																		

మሺொభ;ԧሻ ൑ ܿ൫‖݂‖ௐమ
భሺொ;ԧሻ ൅ ௐమ‖ݓ‖

భሺொ;ԧሻ൯	,															ሺ1.6ଵሻ 
где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴, ݈ и ݀݅ݐݏ	ሺܳଵ, ߲ܳሻ	. 
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 Если дополнительно граница ߲ܳ принадлежит классу Сଶ и  ݓ ∈ ଴ܹሺܳሻ ∩
ଶܹ
ଵሺQ; ԧሻ, то тогда  ݓ ∈ ଶܹ

ଶሺQ; ԧሻ и имеет место оценка 
ௐమ‖ݓ‖																														

మሺொ;ԧሻ ൑ ܿ‖݂‖ௐమ
భሺொ;ԧሻ	,																																																										ሺ1.6ଶሻ	 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, с ൌ сሺ݇଴, ݈, ܳሻ. 
 

1.2. G-сходимость 
Обозначим через ܣሺ݇଴; ܳሻ множество операторов Бельтрами (1.1). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Последовательность операторов ሼA௞ሽ из класса ܣሺ݇଴; ܳሻ 

называется G-сходящейся в области ܳ к оператору A ∈ ;ሺ݇଴ܣ ܳሻ (обозначение: 

A௞ 	→
ீ
௞ܣ если ,(ܣ

ିଵ ⇀ ݇ ଵ приିܣ → ∞.  
Это определение ввиду оценок (1.5) и компактности вложения ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ ⊂
;ଶሺܳܮ ԧሻ эквивалентно следующему: последовательность операторов ሼA௞ሽ из класса 
;ሺ݇଴ܣ ܳሻ называется G-сходящейся в области ܳ к оператору A ∈ ሺ݇଴; ܳሻ, если для любо-
го ݂ ∈ ௞ݓ௞ܣ ௞ решений задачи Римана–Гильбертаݑ ଶሺܳሻ последовательностьܮ ൌ ݂, 
௞ݓ ∈ ଴ܹሺܳሻ сходится в ܮଶሺܳሻ к решению задачи Римана–Гильберта ݓܣ ൌ ݂		и	 ∈
଴ܹሺܳሻ при ݇ → ∞. 

Класс ܣሺ݇଴; ܳሻ ܩ-компактен (см. [5]), G-предел определен единственным обра-
зом. 

G-сходимость обладает следующим свойством сходимости «произвольных» ре-

шений: пусть A௞ 	→
ீ
,ܣ ௞ݓ ⇀ в ଶܹ ݓ

ଵሺܳ; ԧሻ, 	 ௞݂ → ݂ в ܮଶሺܳሻ, ௞ݓ௞ܣ ൌ ௞݂, тогда ݓܣ ൌ ݂ 
(см. [5]). 

 
 

1.3. Понятие усреднения 
Рассмотрим задачу Римана–Гильберта с малым параметром ߝ, ߝ ൐ 0. 

																				൜
ఌݓఌܣ ≡ ߲௭̅ݓఌ ൅ 	ሻݔఌሺߤ ௭߲ݓఌ ൌ ݂ ∈ ;ଶሺܳܮ ԧሻ,
ఌݓ ∈ ଴ܹሺܳሻ,																																																									

																																			ሺ1.7ሻ 

где коэффициент 	ߤఌሺݔሻ ൌ ,ݔሺߤ ݔ ,ሻݔଵିߝ ൌ ሺݔଵ, ఌߤ ,ଶሻݔ ∈ ஶሺܳܮ ൈ; ԧሻ – локально-
периодическая функция, т. е. функция ߤሺݔ, -непре ,ݕ ሻ периодическая (периода 1) поݕ
рывная по ݔ (периодичность по ݔ не требуется). Кроме того, ߤሺݔ,  ሻ удовлетворяетݕ
условию эллиптичности  

																																	vrai	sup	
ሺ௫,௬ሻ∈ொൈ

,ݔሺߤ| |ሻݕ 	൑ ݇଴ ൏ 1,																																		ሺ1.7ᇱሻ 

݇଴ ൐ 0 – постоянная (константа эллиптичности) и равномерно непрерывна по Лип-
шицу 

,ݔሺߤ| ሻݕ െ ,ᇱݔሺߤ |ሻݕ ൑ ݔ|݈ െ ,ݔ				,|ᇱݔ ᇱݔ ∈ ܳ,				п. в.		ݕ ∈ .			 
Заметим, что оператор ܣఌ принадлежит классу ܣሺ݇଴; ܳሻ. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Скажем, что семейство операторов {ܣఌሽ допускает усредне-

ние, если Aఌ 	→
ீ
ܣ ∈ ;ሺ݇଴ܣ ܳሻ при ߝ → 0.  

В вопросах, связанных с усреднением, важную роль играет ядро оператора ࣛ∗, 
сопряженного оператору следующей периодической по ݕ ൌ ሺݕଵ,  :ଶሻ задачиݕ
ݑࣛ														 ≡ ߲కതݓ ൅ ,ݔሺߤ ݓሻ߲కݕ ൌ ݂ ∈ ;ଶሺܮ ԧሻ, ሻ⋅,ݔሺݓ ∈ ଶܹ

ଵሺ; ԧሻ,																						ሺ1.8ሻ 

где ݔ ,ݔ ∈ ܳ, выступает в роли параметра, 

߲కത ൌ 2ିଵ ൬
߲
ଵݕ߲

൅ ݅
߲
ଶݕ߲

൰,					߲క ൌ 2ିଵ ൬
߲
ଵݕ߲

െ ݅
߲
ଶݕ߲

൰ .	
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Приведем необходимые нам в дальнейшем результаты по периодической задаче из ра-
боты [7]. 

ТЕОРЕМА 3. Для каждого ݔ ∈ ܳ справедливы следующие утверждения: 
• Для периодической задачи (1.8) имеют место оценки  

			ሺ1 െ ݇଴ሻ 〈ห߲కതݓሺݔ,⋅ሻห
ଶ
〉௬ ൑ Re	〈ࣛݓሺݔ,⋅ሻ ∙ ߲కതݓሺݔ,⋅ሻതതതതതതതതതതത〉௬	,

ሻ⋅,ݔሺݓ ∈ ଶܹ
ଵሺ; ԧሻ,																																																																																																ሺ1.9ሻ 

						ሺ1 െ ݇଴ሻ 〈ห߲కതݓሺݔ,⋅ሻห
ଶ
〉௬
ଵ/ଶ 	൑ ௬〈ሻ|ଶ⋅,ݔሺݓࣛ|〉

ଵ/ଶ

൑ ሺ1 ൅ ݇଴ሻ 〈ห߲కതݓሺݔ,⋅ሻห
ଶ
〉௬
ଵ/ଶ 		.																																																	ሺ1.9ᇱሻ 

(Первое из этих неравенств будем называть неравенством острого угла.) 
• Периодическая задача (1.8) является фредгольмовой. 
• Сопряженный оператор ࣛ∗: ;ଶሺܮ ԧሻ → ଶܹ

ିଵሺ; ԧሻ определяется формулой 
								െࣛ∗݌ ≡ ߲క݌ሺݔ,⋅ሻ ൅ ߲కത൫ߤሺݔ,⋅ሻ݌ሺݔ,⋅ሻ൯, ሻ⋅,ݔሺ݌ ∈ ;ଶሺܮ ԧሻ,																																					ሺ1.10ሻ 
где производные понимаются в смысле распределений, ߤ – комплексносопряженная ߤ 
функция. 

• Ядра Ker	ࣛ∗, Ker	ࣛ	ሺൌ ԧሻ есть одномерные подпространства соответству-
ющих пространств, причем один из базисов ݌ሺݔ,⋅ሻ ядра	Ker	ࣛ∗ обладает следующим 
свойством: среднее значение ݌ሺݔ, ௬〈ሻ⋅,ݔሺ݌〉 ,равно единице ݕ ሻ поݕ ൌ 1. 

 

1.4. Задача на ячейке 
Пусть ܳ – ограниченная односвязная область с гладкой (класса ܥଶ) границей.  
Всюду в дальнейшем 	ߤ଴ሺݔሻ – функция, определённая формулой 

ሻݔ଴ሺߤ																																																									 ൌ  ሺ1.11ሻ																																																						,	௬〈ሻ⋅,ݔሺߤሻതതതതതതതത⋅,ݔሺ݌〉
где ݌ – базисный вектор ядра ࣛ∗ из теоремы 3. (В дальнейшем мы покажем, что ߤ଴ሺݔሻ – 
коэффициент усредненного уравнения.) 

Для применения асимптотических методов при усреднении уравнения Бельтра-
ми нам потребуется периодическое решение следующей задачи на ячейке: 

																				ቊ
ࣛܰ ≡ ߲కതܰሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሺߤ ,ݔሻ߲కܰሺݕ ሻݕ ൌ ሻݔ଴ሺߤ െ ,ݔሺߤ 												,ሻݕ

ܰሺݔ,⋅ሻ ∈ ଶܹ
ଵሺ; ԧሻ,							〈ܰሺݔ,⋅ሻ〉୷ ൌ 0,																																																

															ሺ1.12ሻ 

где «производные» по ߦ и ߦ определены в (1.8) и ݔ выступает в роли параметра. 
ТЕОРЕМА 4 (О задаче на ячейке). Для каждого ݔ ∈ ܳ периодическая задача 

(1.12) однозначно разрешима. 
Действительно, для разрешимости (1.12) согласно теореме 3 необходимо и до-

статочно, чтобы функция ߤ଴ሺݔሻ െ ,ݔሺߤ  была ортогональна базисному ,ݕ ሻ, как функцияݕ
элементу ݌ሺݔ,   .ሻ ядра Kerࣛ∗, что очевидноݕ

 
1.5. Свойства решения задачи на ячейке (1.12) 

Приведем ряд свойств решения задачи (1.12) и коэффициента ߤ଴ሺݔሻ усредненно-
го оператора, которые понадобятся нам в дальнейшем. Они будут доказаны в § 3. 

СВОЙСТВО 1. Пусть ܰ – решение задачи (1.12), тогда отображение ܳ ∋ ݔ ↦
ܰሺݔ,⋅ሻ ∈ ଶܹ

ଵሺ; ԧሻ ограничено, причем имеет место оценка 
‖ܰሺݔ,⋅ሻ‖ௐమ

భሺ;	ԧሻ ൑ ݔ					,	ܿ ∈ ܳ,																																															ሺ1.13ሻ 
где ܿ – постоянная, определяемая только по постоянной эллиптичности ݇଴. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Функция ߤ଴ሺݔሻ, определенная формулой (1.11), ограничена по-
стоянной, зависящей только от постоянной эллиптичности ݇଴. 
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СВОЙСТВО 2. Найдется число ݍ ൐ 2, зависящее только от постоянной эллип-
тичности ݇଴	, такое, что функция	ܰ принадлежит ௤ܹ

ଵሺ; ԧሻ и имеют место неравен-
ства 
				‖ܰሺݔ,⋅ሻ‖஼ഀሺ;ԧሻ ൑ ܿ,						‖ܰሺݔ,⋅ሻ‖ௐೝ

భሺ;ԧሻ ൑ ܿ				для	всех			ݔ ∈ ܳ,																																				ሺ1.14ሻ 
где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от постоянной эллиптичности ݇଴, 2 ൏ ݎ ൑
ߙ ,ݍ ൌ ሺݎ െ 2ሻ/ݎ. 

СВОЙСТВО 3. Пусть ܰ – решение задачи (1.12), тогда отображение ܳ ∋ ݔ ↦
ܰሺݔ,⋅ሻ ∈ ଶܹ

ଵሺ; ԧሻ липшицево, т. е. 
																																								‖ܰሺݔ ൅ ݄,⋅ሻ െ ܰሺݔ,⋅ሻ‖ௐమ

భሺ;ԧሻ ൑ ,ݔ											,|݄|ܿ ݔ ൅ ݄ ∈ ܳ,												ሺ1.15ሻ 
где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от постоянной эллиптичности ݇଴ и посто-
янной Липшица ݈ из ሺ1.7ሻ.  

СЛЕДСТВИЕ 2. Функция ߤ଴ሺݔሻ, определенная формулой (1.11), – функция, рав-
номерно непрерывная по Липшицу в замыкании ܳ, т. е. 

|Δ୦ߤ଴ሺݔሻ| ≡ ݔ଴ሺߤ| ൅ ݄ሻ െ |ሻݔ଴ሺߤ ൑ ݈ଵ|݄|,					ݔ ൅ ݄, ݔ ∈ ܳ, 
где ݈ଵ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴ и ݈ из ሺ1.7ሻ и	ሺ1.11ሻ. 

СВОЙСТВО 4. Пусть ݍ ൐ 2 – показатель повышенной суммируемости, и пусть 
2 ൏ ݎ ൑ ܳ Тогда отображение .ݍ ∋ ݔ ↦ ܰሺݔ,⋅ሻ ∈ ௥ܹ	

ଵሺ; ԧሻ липшицево, т. е. 
																																								‖ܰሺݔ ൅ ݄,⋅ሻ െ ܰሺݔ,⋅ሻ‖ௐೝ

భሺ;	ԧሻ ൑ ݔ											,|݄|ܿ ൅ ݄, ݔ ∈ ܳ,									ሺ1.16ሻ 
где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от постоянной эллиптичности ݇଴ и посто-
янной Липшица ݈ из ሺ1.7ሻ и	ሺ1.11ሻ.  

СЛЕДСТВИЕ 3. Функция ܰ ൌ ܰሺݔ, ܳ ሻ непрерывна вݕ ൈ, липшицева по ݔ в ܳ 
и гельдерова по ݕ с показателем ߙ ൌ ሺݎ െ 2ሻ/2) ,ݎ ൏ ݎ ൑ ݍ ,ݍ ൐ 2 – показатель повы-
шенной суммируемости) в , т. е. для любых ݔ ,ݔᇱ ∈ ᇱݕ ,ݕ  ,ܳ ∈  имеем: 
																																							|ܰሺݔᇱ, ᇱሻݕ െ ܰሺݔ, |ሻݕ ൑ ܿ଴|ݔᇱ െ |ݔ ൅ ܿଵ|ݕᇱ െ  ሺ1.17ሻ																								,	ఈ|ݕ
где ܿ଴, ܿଵ ൐ 0 – постоянные, зависящие только от ݇଴ и ݈ (из ሺ1.7ሻ и	ሺ1.11ሻ). Кроме того, 

производные ௝ࣞܰሺݔ, ሻݕ ൌ
డேሺ௫,௬ሻ

డ௫ೕ
, ݆ ൌ 1,2	 принадлежат пространству ܮஶሺܳ ൈ; 	ԧሻ и 

имеют место оценки 

	‖ܰ‖௅ಮሺொൈ;	ԧሻ ൑ ܿ, ฮ ௝ࣞܰฮ௅ಮሺொൈ;	ԧሻ
ൌ ብ

߲ܰ
௝ݔ߲

ብ
௅ಮሺொൈ;	ԧ	ሻ

൑ ܿ,			݆ ൌ 1,2,													ሺ1.18ሻ 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴ и ݈. 
 

1.5. Формулировка теорем об усреднении 
ТЕОРЕМА 5 (Об усреднении). Для семейства операторов (1.7), ܣఌ ൌ ߲௭̅ ൅ ఌߤ ௭߲	 

имеет место усреднение, причем коэффициент усредненного оператора ܣ଴ ൌ ߲௭̅ ൅
଴ߤ ௭߲ определяется равенством (1.12): 	ߤ଴ሺݔሻ ൌ -базисный век – ݌ , где	௬〈ሻ⋅,ݔሺߤሻതതതതതതതത⋅,ݔሺ݌〉
тор ядра ࣛ∗ из теоремы 3. 

Отметим, что теорема об усреднении есть следствие леммы 1 и основного ре-
зультата работы теоремы 6 (см. ниже). Действительно, сходимость ݓఌ 	ൌ 	݂	ఌିଵܣ	 →
଴ܣ	
ିଵ	݂	 ൌ ;ଶሺܳܮ ଴ вݓ ԧሻ при ε → 0 согласно теореме 6 имеет место для любого ݂ из всю-

ду плотного в ܮଶሺܳ; ԧሻ множества ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ. Отсюда с учетом оценок (1.5), (1.22) легко 

следует требуемая сходимость для любого ݂ ∈ ;ଶሺܳܮ	 ԧሻ. Таким образом теорема 5 до-
казана. 
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1.6. Оценки погрешности усреднения 
Пусть в задаче (1.7) коэффициент ߤሺݔ, -ሻ такой же, как выше в пункте 1.6, праݕ

вая часть ݂ ∈ ଶܹ
ଵሺQሻ и пусть ݓఌ является решением задачи Римана–Гильберта (1.7). Как 

отмечалось в пункте 1.1, задача Римана–Гильберта (1.7) для уравнения Бельтрами од-
нозначно разрешима. В качестве первого приближения к данному решению возьмем 
функцию 

ଵݓ																																						
ఌሺݔሻ ൌ ሻݔ଴ሺݓ ൅ ,ݔሺܰߝ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ,																																	ሺ1.19ሻ 

где ݓ଴ – решение усредненной задачи ܣ଴ݓ଴ ≡ ߲௭̅ݓ଴ ൅ ଴ߤ ௭߲ݓ଴ ൌ ݂, ଴ݓ	 ∈ ଴ܹሺܳሻ, функ-
ция ܰሺݔ,  ,решение задачи на ячейке (см. теорему 4) ݕ ሻ – есть периодическое поݕ
ݕ ൌ   При этом справедливо соотношение .ݔଵିߝ

ଵݓఌܣ																																																					
ఌ ൌ ݂ ൅  ሺ1.20ሻ																																																	ఌݎߝ

где ݎఌ – невязка, определенная формулой ݎఌ ൌ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ൫߲௭ܰሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሺߤ ሻݕ ௭߲ܰሺݔ, ሻ൯ݕ ൅
ܰሺݔ, ሻ൫߲௭̅௭ݕ

ଶ ሻݔ଴ሺݓ ൅ ,ݔሺߤ ሻݕ ௭߲௭
ଶ ,ሻ൯ݔ଴ሺݓ ݕ ൌ   .ݔଵିߝ

Имеет место следующая  
ЛЕММА 1. 
• Усредненный оператор ܣ଴ ൌ ߲௭̅ ൅ ఌߤ ௭߲	 принадлежит классу ܣሺ݇଴; ܳሻ. 
• Пусть правая часть f  уравнения Бельтрами (1.7) принадлежит пространству 

ଶܹ
ଵሺܳ; 	ԧሻ и область ܳ имеет гладкую (класса ܥଶ) границу, тогда решение усредненной 

задачи ܣ଴ݓ଴ ൌ ݂, ଴ݓ	 ∈ ଴ܹሺܳሻ, принадлежит пространству ଴ܹሺܳሻ ∩ ଶܹ
ଶሺܳ; ԧሻ, первое 

приближение ݓଵ
ఌ	принадлежит ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ и невязка ݎఌ принадлежит ܮଶሺܳ; ԧሻ.  
Сформулируем основное утверждение работы. 
ТЕОРЕМА 6. Пусть в задаче Римана–Гильберта (1.7) коэффициент ߤሺݔ, -ሻ таݕ

кой же, как в пункте 1.6, правая часть f принадлежит пространству ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ, ݓఌ – 

решение задачи Римана–Гильберта (1.7), ܳ – ограниченная односвязная область с 
гладкой (класса ܥଶ) границей, тогда имеют место оценки 
ఌݓ‖ െ ଵݓ

ఌ‖ௐమ
భሺொ;	ԧሻ ൑ ௐమ‖݂‖ߝ√ܿ

భሺொ;	ԧሻ, ఌݓ‖				 െ ԧሻ	଴‖௅మሺ୕;ݓ ൑ ௐమ‖݂‖ߝ√ܿ
భሺொ;	ԧሻ,															ሺ1.21ሻ 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от постоянных ݇଴, ݈ (из ሺ1.7ሻ, 	ሺ1.11ሻ) и об-
ласти ܳ. 

Доказательство теоремы 6 см. в параграфе 5. 
 

2. Доказательство теоремы 2 
Пусть в уравнении (1.1) ݓ ൌ ݑ ൅ ߤ ,ݒ݅ ൌ ܽ ൅ ܾ݅, ݂ ൌ ଵ݂ ൅ ݅ ଶ݂. Тогда уравнение 

(1.1), выделив действительную и мнимую части, легко представить в виде системы 
двух действительных уравнений 

			

ە
ۖ
۔

ۖ
െۓ

ݒ߲
ଶݔ߲

൅
|1 ൅ ଶ|ߤ

1 െ ଶ|ߤ|
ݑ߲
ଵݔ߲

൅
2ܾ

1 െ ଶ|ߤ|
ݑ߲
ଶݔ߲

ൌ ଵܨ ≡
2

1 െ ଶ|ߤ|
൫ሺ1 ൅ ܽሻ ଵ݂ ൅ ܾ ଶ݂൯	,

			
ݒ߲
ଵݔ߲

൅
2ܾ

1 െ ଶ|ߤ|
ݑ߲
ଵݔ߲

൅
|1 െ ଶ|ߤ

1 െ ଶ|ߤ|
ݑ߲
ଶݔ߲

ൌ ଶܨ ≡
2

1 െ ଶ|ߤ|
ሺܾ ଵ݂ ൅ ሺ1 െ ܽሻ ଶ݂ሻ	.

																		ሺ2.1ሻ 

Система (2.1) – равномерно эллиптическая система. Действительно, если запишем её в 

матричной форме с искомым ቀ
ݑ
-ቁ, то условие эллиптичности – положительная опредеݒ

ленность квадратичной формы 
,ଵߦሺܭ ଶሻߦ ൌ ሺ1 െ ଶሻିଵሺሺ|1|ߤ| ൅ ଵߦଶሻ|ߤ

ଶ ൅ ଶߦଵߦ4ܾ ൅ ሺ|1 െ ଶߦଶሻ|ߤ
ଶሻ.																									ሺ2.2ሻ 

Таким образом, имеют место неравенства 
1 െ ݇଴
1 ൅ ݇଴

ଶ|ߦ| ൑ ,ଵߦሺܭ ଶሻߦ ൑
1 ൅ ݇଴
1 െ ݇଴

ߦ				,ଶ|ߦ| ∈ Թଶ, п. в.		ݔ ∈ ܳ, 
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где ݇଴ ൐ 0 – постоянная эллиптичности из (1.2). Это и означает равномерную эллип-
тичность системы (2.1). 
 По условию ݑ ൌ Re	ݓ принадлежит пространству ଶܹ

ଵሺܳሻ, и из системы (2.1) вы-
текает, что ݑ удовлетворяет дивергентному эллиптическому уравнению второго поряд-
ка: 

																																div	ሺܽሺݔሻݑ׏ሻ ൌ 	݃,																																																ሺ2.3ሻ 
где ܽሺݔሻ	 – матрица квадратичной формы (2.2), ݃ ൌ ࣞଵܨଵ ൅ ࣞଶܨଶ. Коэффициенты мат-
рицы ܽሺݔሻ ൌ ሼ ௝ܽ௟ሺݔሻሽ и коэффициенты при ଵ݂ и ଶ݂ в (2.1) – липшицевы функции. При-
чем коэффициенты Липшица зависят только от ݇଴ и ݈. Например: коэффициент Лип-
шица функции ܽଵଵሺݔሻ равен ݈ሺ2݇଴ ൅ 1ሻ/ሺ1 െ ݇଴ሻଶ. Согласно теореме Радемахера–
Степанова липшицевы функции принадлежат пространству ஶܹ

ଵሺܳሻ, следовательно вви-
ду ଵ݂, ଶ݂ ∈ ଶܹ

ଵሺQሻ функция 	݃ принадлежат пространству ܮଶሺܳሻ. Отсюда согласно [8, 
гл. 8, теорема 8.8] имеем: для любой компактной подобласти ܳଵ ⋐ ܳ функция ݑ при-
надлежит пространству ଶܹ

ଶሺQଵሻ и справедлива оценка 
ௐమ‖ݑ‖		

మሺ୕భሻ ൑ ܿ൫‖݃‖௅మሺொሻ ൅ ௐమ‖ݑ‖
భሺொሻ൯	,																																															ሺ2.4ሻ 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, определяемая только по ݈, ݇଴ и dist	ሺQଵ, ߲ܳሻ. Отсюда ввиду 
݃ ൌ ࣞଵܨଵ ൅ ࣞଶܨଶ и (2.1) получим 
ௐమ‖ݑ‖	

మሺ୕భ	ሻ ൑ ܿ൫‖݂‖ௐమ
భሺொ;	ԧሻ ൅ ௐమ‖ݑ‖

భሺொሻ൯ ൑ ܿଵ൫‖݂‖ௐమ
భሺ୕;	ԧሻ ൅ ௐమ‖ݓ‖

భሺொ;	ԧሻ൯	,																	ሺ2.5ሻ 
где ܿ, ܿଵ ൐ 0 – постоянные, аналогичные постоянной в (2.4). 
 Перейдём теперь к оценке ݒ ൌ Im	ݓ. По доказанному ݑ ∈ ଶܹ

ଶሺQଵሻ, следователь-
но, из равенств (2.1), ввиду (2.5) получим оценки вторых производных ݒ 

ฮ ௝ࣞࣞ௟ݒฮௐమ
భሺ୕భሻ

൑ ܿ൫‖݂‖ௐమ
భሺ୕;	ԧሻ ൅ ௐమ‖ݑ‖

భሺொሻ൯, 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, такая же, как и выше. Отсюда вытекает оценка 
ௐమ‖ݒ‖	

మሺ୕భሻ ൑ ܿ൫‖݂‖ௐమ
భሺொ;	ԧሻ ൅ ௐమ‖ݑ‖

భሺொሻ ൅ ௐమ‖ݒ‖
భሺொሻ൯ ൑ ܿଵ൫‖݂‖ௐమ

భሺ୕;	ԧሻ ൅ ௐమ‖ݓ‖
భሺொ;	ԧሻ൯. 

Из этой оценки и оценки (2.5) получим ሺ1.6ଵሻ. Первая часть теоремы 2 доказана. 
 Перейдем к доказательству второй части. Теперь ݓ ∈ ଴ܹሺܳሻ, следовательно, 

ݑ ∈ ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ

଴																		

 и ݑ является решением задачи Дирихле для уравнения (2.3). Тогда, как 
известно (см. [8, гл. 8, теорема 8.12]), имеет место оценка (2.4) с ܳଵ ൌ ܳ. Отсюда, рас-
суждая, как и выше, получим 

ௐమ‖ݓ‖	
మሺொ;	ԧሻ ൑ ܿ൫‖݂‖ௐమ

భሺ୕;	ԧሻ ൅ ௐమ‖ݓ‖
భሺொ;	ԧሻ൯	. 

Здесь второе слагаемое справа можно опустить ввиду (1.5). Следовательно, имеет место 
ሺ1.6ଶሻ. Теорема 2 доказана. 

 
3. Доказательства свойств решения задачи на ячейке 

 
3.1. Доказательство свойства 1 

Очевидно, что 〈ߤ଴ሺݔሻ߲కതܰሺݔ,⋅ሻ〉௬ ൌ 0, так как ߤ଴ зависит только от ݔ, а производ-
ные см. (1.8) и среднее значение берутся по ݕ. Поэтому, согласно неравенству острого 
угла (1.9) и условию эллиптичности ሺ1.7ሻ, имеем 

ሺ1 െ ݇଴ሻ 〈ቚ߲కܰሺݔ,⋅ሻቚ
ଶ
〉௬ ൑ Re	 〈െߤሺݔ,⋅ሻ߲కܰሺݔ,⋅ሻ〉௬ ൑ ݇଴ 〈ቚ߲కܰሺݔ,⋅ሻቚ

ଶ
〉௬
ଵ
ଶ 	 .	

Следовательно, 〈ቚ߲కܰሺݔ,⋅ሻቚ
ଶ
〉௬
భ
మ ൑ ݇଴/ሺ1 െ ݇଴ሻ	. Отсюда и из неравенства Пуанкаре полу-

чим (1.14). Свойство доказано. 
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3.2. Доказательство следствия 1 
Согласно (1.13) имеем 

߲కതܰሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሺߤ ,ݔሻ߲కܰሺݕ ሻݕ ൅ ,ݔሺߤ ሻݕ ൌ ,ݔሺ				ሻ,ݔ଴ሺߤ ሻݕ ∈ ܳ ൈ	. 

Отсюда и из очевидного равенства |ߤ଴ሺݔሻ| ൌ ௬〈ሻ|ଶݔ଴ሺߤ|〉
ଵ/ଶ	 с учетом ሺ1.7ሻ и ሺ1.9ᇱሻ име-

ем  

|ሻݔ଴ሺߤ| ൑ ሺ1 ൅ ݇଴ሻ 〈ቚ߲కܰሺݔ,⋅ሻቚ
ଶ
〉௬
ଵ
ଶ ൅ ݇଴ ൑ ሺ1 ൅ ݇଴ሻܿ ൅ ݇଴. 

Следствие 1 доказано. 
 

3.3. Доказательство свойства 2 
Ввиду следствия 1 и ሺ1.7ሻ имеем ߤ଴ሺݔሻ െ ,ݔሺߤ ሻݕ ∈ ஶሺܳܮ ൈ; ԧሻ. Отсюда, со-

гласно [7, теорема 5], следует справедливость утверждений Свойства 2.  
 

3.4.  Доказательство свойства 3 
Подставим ܰ в уравнение (1.13). Полученное равенство запишем для ݔ ,ݔ ൅ ݄, 

принадлежащих ܳ, и отнимем из второго равенства первое. Тогда имеем 
߲కതΔ௛ܰሺݔ, ሻݕ ൅ ݔሺߤ ൅ ݄, ,ݔሻ߲కΔ௛ܰሺݕ ሻݕ ൌ ,ݔ௛ሺܨ  ሺ3.1ሻ																																							ሻ,ݕ

где   
,ݔ௛ሺܨ ሻݕ ൌ െΔ௛ߤሺݔ, ,ݔሻ߲కܰሺݕ ሻݕ ൅ Δ௛ߤ଴ሺݔሻ െ Δ௛ߤሺݔ,  ,ሻݕ

Δ௛݃ሺݔ, ሻݕ ൌ ݃ሺݔ ൅ ݄, ሻݕ െ ݃ሺݔ, ݃			,ሻݕ ൌ ܰ, ,ߤ 	Δ௛ߤ଴ሺݔሻ ൌ ݔ଴ሺߤ ൅ ݄ሻ െ   	.ሻݔ଴ሺߤ
Применив неравенство острого угла к равенству (3.1), получим 

ሺ1 െ ݇଴ሻ 〈ห߲కതΔ௛ܰሺݔ,⋅ሻห
ଶ
〉௬ ൑ ቚ〈ܨ෨௛ሺݔ,⋅ሻ߲కതΔ௛ܰሺݔ,⋅ሻ〉௬ቚ,																											ሺ3.2ሻ 

где ܨ෨௛ሺݔ, ,ݔ௛ሺܨ ሻ естьݕ  ሻ неݔ଴ሺߤሻ заметим, что Δ௛ݔ଴ሺߤሻ без второго слагаемого Δ௛ݕ
зависит от ݕ, поэтому 〈Δ௛ߤ଴ሺݔሻ	߲కതΔ௛ܰሺݔ,⋅ሻ〉௬ ൌ 0. Применим к правой части (3.2) нера-
венство Гельдера, тогда получим  

ฮ߲కതΔ௛ܰሺݔ,⋅ሻฮ௅మሺ;ԧሻ
൑ ଵ

ଵି௞బ
ฮܨ෨௛ሺݔ,⋅ሻฮ௅మሺ;ԧሻ

.																																ሺ3.3ሻ    

Отсюда ввиду (1.11) и (1.14) и с учетом неравенства Пуанкаре вытекает (1.16). Свой-
ство 3 доказано.  
 

3.5. Доказательство следствия 2 
Ввиду независимости ߤ଴ሺݔሻ от ݕ и оценки (1.11) имеем 

|Δ௛ߤ଴ሺݔሻ| ൌ 〈|Δ௛ߤ଴ሺݔሻ|ଶ〉௬
ଵ
ଶ	 ൑ 〈|Δ௛ߤ଴ሺݔሻ െ Δ௛ߤሺݔ,⋅ሻ|ଶ〉௬

ଵ
ଶ ൅ 〈|Δ௛ߤሺݔ,⋅ሻ|ଶ〉௬

ଵ
ଶ	

൑ ሻݔሺܬ ൅ ݈|݄|, 

где ܬሺݔሻ ൌ 〈|Δ௛ߤ଴ሺݔሻ െ Δ௛ߤሺݔ,⋅ሻ|ଶ〉௬
భ
మ . Поэтому достаточно доказать липшицевость 

функции ܬሺݔሻ. Пусть ܰ – решение задачи на ячейке (1.13). Тогда аналогично (3.1) полу-
чим 
Δ௛ሺߤ଴ሺݔሻ െ ,ݔሺߤ ሻሻݕ

ൌ ߲కതΔ௛ܰሺݔ, ሻݕ ൅ ݔሺߤ ൅ ݄, ,ݔሻ߲కΔ௛ܰሺݕ ሻݕ ൅ Δ௛ߤሺݔ, ,ݔሻ߲కܰሺݕ  ሺ3.3ሻ												ሻ.ݕ
Оценим слагаемые справа (3.3). Пусть ܬଵሺݔሻ ൌ ߲కതΔ௛ܰሺݔ, ሻݕ ൅ ݔሺߤ ൅ ݄, ,ݔሻ߲కΔ௛ܰሺݕ  ,ሻݕ
тогда согласно свойству 3 и ሺ1.9ᇱሻ имеем 

ሻ‖௅మሺ;ԧሻݔଵሺܬ‖ ൑ ሺ1 ൅ ݇଴ሻฮ߲కതΔ௛ܰሺݔ,⋅ሻฮ௅మሺ;ԧሻ
൑ ܿ‖Δ௛ܰሺݔ,⋅ሻ‖ௐమ

భሺ;ԧሻ ൑ ܿ|݄|, 



Сиражудинов М.М., Джамалудинова С.П. Оценки погрешности усреднения задачи Римана–Гильберта 
для уравнения Бельтрами с локально-периодическим коэффициентом 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2021. Том 36. Вып. 4 

46

где ܿ ൐ 0 – постоянная, определяемая только по ݇଴ и ݈. Оценим последнее слагаемое 
ሻݔଶሺܬ ൌ Δ௛ߤሺݔ, ,ݔሻ߲కܰሺݕ ሻ‖௅మሺ;ԧሻݔଶሺܬ‖ ሻ. Согласно (1.11) и свойству 1 получимݕ ൑
ܿଵ|݄|. Из полученных для ܬଵሺݔሻ и ܬଶሺݔሻ оценок вытекает аналогичная оценка для ܬሺݔሻ. 
Следствие 2 доказано. 
 

3.6. Доказательство свойства 4 
Для оператора ࣛ ≡ ߲కത ൅ ,ݔሺߤ ሻ߲కݕ ∶ 	 ௥ܹ

ଵሺ; ԧሻ → L୰ሺ; ԧሻ (напомним, что ݔ ∈ ܳ 

выступает в роли параметра)   справедлива априорная оценка (см. [7, п. 3]) 
														ܿ൫‖ࣞଵݓ‖୐౨ሺ;	ԧሻ ൅ ‖ࣞଶݓ‖୐౨ሺ;	ԧሻ൯ ൑ ݓ				,ԧሻ	୐౨ሺ;‖ݓࣛ‖ ∈ ௥ܹ

ଵሺ; ԧሻ,																		ሺ3.4ሻ 
где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴. Теперь, рассуждая аналогично свой-
ству 3, применив неравенство (3.4) вместо неравенства острого угла, получим (1.17). 
Свойство доказано. 
 

3.7. Доказательство следствия 3 
Из ограниченности вложения ௥ܹ

ଵሺ; ԧሻ ⊂ ;ఈሺܥ ԧሻ ввиду свойства 2 см. (1.15) 
получим 

|ܰሺݔ, ᇱሻݕ െ ܰሺݔ, |ሻݕ ൑ ܿ଴|ݕᇱ െ ݔ					,|ݕ ∈ ,ᇱݕ			,ܳ ݕ ∈ 	, 
где ܿ଴ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴. Аналогично из свойства 4 см. (1.17) 
имеем 

|ܰሺݔᇱ, ᇱሻݕ െ ܰሺݔ, |ᇱሻݕ ൑ ܿଵ|ݔᇱ െ ,|ݔ ,ᇱݔ ݔ ∈ ܳ, ᇱݕ ∈ 	, 
где ܿଵ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от постоянной эллиптичности ݇଴ и постоян-
ной Липшица l из ሺ1.7ሻ и	ሺ1.11ሻ. Из полученных двух неравенств вытекает (1.18) и не-
прерывность функции ܰሺݔ,  .ሻݕ
 Докажем вторую часть следствия. Первая из оценок (1.19) следует из (1.15). Со-
гласно свойству 4 или следствию 2 ܰ ൌ ܰሺݔ,  ሻ – решение периодической задачи (1.13)ݕ
– липшицевое по ݔ. Поэтому ввиду теоремы Радемахера–Степанова определены произ-

водные ௝ࣞܰሺݔ, ሻݕ ൌ
డேሺ௫,௬ሻ

డ௫ೕ
, ݆ ൌ 1,2, и они принадлежат пространству ܮஶሺܳ; ԧሻ для лю-

бого ݕ ∈ . Кроме того, имеет место оценка  

ฮ ௝ࣞܰሺ⋅, ሻฮ௅ಮሺொ;ԧሻݕ
ൌ ብ

߲ܰሺ∙, ሻݕ

௝ݔ߲
ብ
௅ಮሺொ;ԧሻ

൑ ܿ			для	любого	ݕ ∈ ,						݆ ൌ 1,2,																		ሺ3.5ሻ 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴ и ݈. Подставим в (1.13) ܰ и продиффе-
ренцируем полученное равенство по ݔ௝. Тогда получим, что ܯ௝ ൌ ௝ࣞܰሺݔ,  ሻ – решениеݕ
уравнения 
௝ܯࣛ ≡ ߲కതܯ௝ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሺߤ ,ݔ௝ሺܯሻ߲కݕ ሻݕ ൌ ௝ࣞߤ଴ሺݔሻ െ ௝ࣞߤሺݔ, ሻݕ െ ௝ࣞߤሺݔ, ,ݔሻ߲కܰሺݕ  .ሻݕ

Применим здесь неравенство (3.4) и оценим правую часть, используя следствие 
2, формулу (1.11), теорему Радемахера–Степанова и свойство 2. Тогда с учетом нера-
венства Пуанкаре (см. [5, гл. 7, формула 7.45]) получим ฮܯ௝ሺݔ,⋅ሻฮௐ౨

భሺ;	ԧሻ
൑

ܿ,			для	всех		ݔ ∈ ܳ, где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴ и ݈. Применив тео-

рему вложения ୰ܹ
ଵሺ; 	ԧሻ ⊂ ;ሺܥ 	ԧሻ, получим ฮܯ௝ሺݔ,⋅ሻฮ஼ሺ;	ԧሻ ൑ ܿ			для	всех		ݔ ∈ ܳ. 

Отсюда и (3.5) следует (1.19). Следствие доказано. 
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4. Доказательство леммы 1 
 

4.1. Вспомогательные оценки 
Пусть Q – ограниченная гладкая (класса ܥଶ) область плоскости, тогда справед-

лива следующая  

ЛЕММА 2. Пусть ॔ ൌ ॔ሺݔ, ሻݕ ∈ Lip ቀܳ, ;௥ሺܮ ԧሻቁ , 1 ൏ ݎ ൏ 2 (т. е.	॔ периодична 

по y и равномерно непрерывна по Липшицу как функция ݔ ∈ ܳ со значениями в 
;௥ሺܮ ԧሻሻ, ॔ሺݔ, ሻݕ ൒ 0, ሺݔ ∈ ݕ ,ܳ ∈ ሻ и ॔ఌሺݔሻ ൌ ॔ሺݔ, ,ሻሻݔଵିߝ ݔ ∈ ܳ. Тогда для любого 
ݓ ∈ ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ имеют место неравенства 

																				න ॔ఌሺݔሻ|ݓ|ଶ݀ݔ
ொ

൑ ܿ ቀ‖ݓ‖௅మሺ୕;ԧሻ
ଶ ൅ ௐమ‖ݓ‖ଶߝ

భሺ୕;ԧሻ
ଶ ቁ,																				ሺ4.1ሻ 

																													 න ॔ఌሺݔሻ|ݓ|ଶ݀ݔ
ொ∩ொഄ

൑ ௐమ‖ݓ‖ߝܿ
భሺ୕;ԧሻ

ଶ 																																																				ሺ4.2ሻ 

для всех достаточно малых ߝ ,ߝ ൑ -окрестность границы ߲ܳ, посто-ߝ – ଴ሺܳሻ, где ܳఌߝ
янная c зависит только от области Q и max	௫∈ொ	‖॔ሺݔ,⋅ሻ‖௅ೝሺ;ԧሻ	. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем в рассмотрение вспомогательную область ܳ଴ ⊃ ܳ. 
ܳ଴ – гладкая (класса ܥଶ) ограниченная область, построенная следующим образом. Вви-
ду гладкости границы ߲ܳ найдётся достаточно малое положительное число ߜ, такое, 
что конец внешней нормали ݊ሺݔሻ к границе ߲ܳ с длиной |݊ሺݔሻ| ൌ  при полном обходе ߜ
границы опишет гладкую кривую ܮ без самопересечений. Объединение ܳ и области 
между ߲ܳ и ܮ дает нам ܳ଴.  

Продолжим в замыкание ܳ଴ функцию ॔ ൌ ॔ሺݔ,  ሻ по формулеݕ

																									෤॔ ൌ ෤॔ሺݔ, ሻݕ ൌ ቊ
॔ሺݔ, ሻݕ при		ݔ ∈ ݕ			,ܳ ∈ 										

॔ሺݐ, ሻݕ при		ݔ ∈ ܳ଴ ∖ ݕ			,ܳ ∈ ,
																		ሺ4.3ሻ 

где ݐ ∈ ߲ܳ – начало внешней нормали, проходящей через точку ݔ ∈ ܳ଴ ∖ ܳ.  

෤॔ ൌ ෤॔ሺݔ, ሻݕ ∈ Lip ቀܳ଴, ;௥ሺܮ ԧሻቁ , 1 ൏ ݎ ൏ 2 с той же постоянной Липшица, что и у 

функции ॔ ൌ ॔ሺݔ,  .ሻݕ
Рассмотрим периодическую задачу 

 
Δ୷ॕሺx, yሻ ≡ 	div୷ ,ݔ୷ॕሺ׏ ሻݕ ൌ ෤॔ሺݔ, ሻݕ െ 〈෤॔ሺݔ,⋅ሻ〉௬ ∈ ;௥ሺܮ ԧሻ,

ॕ ∈ ௥ܹ
ଶሺ; ԧሻ,					〈ॕሺݔ,⋅ሻ〉௬ ൌ 0,

																										ሺ4.4ሻ 

где ݔ ∈ ܳ଴ играет роль параметра, Δ୷ ൌ
பమ

ப୷భ
మ ൅

பమ

ப୷మ
మ – оператор Лапласа. Эта задача одно-

значно разрешима согласно теории эллиптических операторов, так как среднее значе-
ние (по ݕ) правой части равно нулю. Следовательно, для любого ݔ ∈ ܳ଴ вектор-
функция ीሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ୷ॕሺ׏ ሻ принадлежит ௥ܹݕ

ଵሺ; ԧሻ, к тому же  
															‖ीሺݔ,⋅ሻ‖ௐೝ

భሺ;ԧሻ ൑ 2max
௫∈୕బ

	‖෤॔ሺݔ,⋅ሻ‖௅ೝሺ;	ԧሻ 	,																											ሺ4. 4
ᇱሻ	

значит, по теореме вложения ीሺݔ, ;௠ሺܮ принадлежит	ሻݕ ԧሻ, ݉ ൌ ଶ௥

ଶି௥
	. Ввиду того, что 

1 ൏ ݎ ൏ 2, имеем ݉ ൐ 2. Отсюда и ሺ4.4ሻ получим разложение  
෤॔ሺݔ, ሻݕ ൌ 〈෤॔ሺݔ,⋅ሻ〉௬ ൅ div୷ ीሺݔ, ሻݕ ݔ							,	 ∈ Q଴,																																																ሺ4.5ሻ	
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где ीሺݔ, ;௠ሺܮ принадлежит пространству ,ݕ ሻ, как функцияݕ ԧሻ для каждого ݔ ∈ Q଴. 
Отметим, что как ॕሺݔ, ,ݔሻ, так и ीሺݕ  равномерно непрерывные ,ݕ ሻ периодические поݕ
по Липшицу по переменной ݔ ∈ ܳ଴ функции со значениями в 	 ௥ܹ

ଶሺ; ԧሻ и ܮ௠ሺ; ԧሻ 

соответственно, т. е. ॕ ൌ ॕሺݔ, ሻݕ ∈ Lip ቀܳ଴	, ௥ܹ
ଶሺ; ԧሻቁ, ीሺݔ, ሻݕ ∈ Lip ቀܳ଴	, ;௠ሺܮ ԧሻቁ. 

Доказывается это аналогично Свойству 3 решения задачи на ячейке. 

Сначала докажем неравенство (4.1) для функций из ଶܹ
ଵሺQ଴; ԧሻ

଴																				

. Справедливость 
(4.1) достаточно проверить для функций из единичного шара 

ܤ																									 ൌ ቊݓ ∈ ଶܹ
ଵሺQ଴; ԧሻ

଴																			

∣
∣
∣
ௐమሺ్బ;ԧሻ‖ݓ‖

భ ൑ 1 ቋ.																																			ሺ4.6ሻ 

Из (4.5) следует 
॔ఌሺݔሻ ൌ ॔ሺݔ, ሻݔଵିߝ ൌ 〈॔ሺݔ,⋅ሻ〉௬ ൅ divଶ	ߝ ीሺݔ, ሻݔଵିߝ ൌ 〈॔ሺݔ,⋅ሻ〉௬ ൅ ݔ							,ሻݔdivଶीఌሺ	ߝ		 ∈ ܳ଴. 
Здесь ीሺݔ, ,ଵݔ) ሻ – функция двух групп переменныхݕ ,ଵݕ ଶ иݔ  ଶ), поэтомуݕ
divଶीሺݔ,  .ሻ у нас означает дивергенцию по иксам из второй группы переменныхݔଵିߝ
Согласно этим равенствам (интегрируя по частям) имеем 

න ॔ఌሺݔሻ|ݓሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൌ න 〈॔ሺݔ,⋅ሻ〉௬|ݓሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൅ නߝ ෍ቀݓ௝ሺݔሻቁ
ଶ

ଶ

௝ୀଵ

divଶ ीఌሺݔሻ ݔ݀ ൌ
୕బ୕బ୕బ

 

ൌ න 〈॔ሺݔ,⋅ሻ〉௬|ݓሺݔሻ|ଶ݀ݔ െ ෍නߝ2 ሻݔሻीఌሺݔ௝ሺݓ ⋅ ݔሻ݀ݔ௝ሺݓ׏ ൑
୕బ

ଶ

௝ୀଵ୕బ

න 〈॔ሺݔ,⋅ሻ〉௬|ݓሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൅
୕బ

൅ න |ीఌሺݔሻ|ଶ|ݓሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൅
୕బ

ଶߝ න ሺ|ݓ׏ଵሺݔሻ|ଶ ൅ ݔሻ|ଶሻ݀ݔଶሺݓ׏|
୕బ

,														ሺ4.7ሻ 

где ݓଵ ൌ Re	ݓ ,ݓଶ ൌ Im	ݓ. 

 Очевидно, что |ीሺݔ, ሻ|ଶݕ ∈ Lip ቀܳ଴, ;௠/ଶሺܮ ԧሻቁ, поэтому по свойству среднего 

значения имеем слабую сходимость |ीሺݔ, ሻ|ଶݔଵିߝ ⇀ 〈|ीሺݔ,⋅ሻ|ଶ〉௬	 в 	ܮ௠/ଶሺQ଴; ԧሻ при 
ߝ → 0, следовательно 

													lim
ఌ→଴

න |ीఌሺݔሻ|ଶ|ݓሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൌ
୕బ

න 〈|ीሺݔ,⋅ሻ|ଶ〉௬|ݓሺݔሻ|ଶ݀,ݔ				ݓ ∈ ܤ
୕బ

.																				ሺ4.8ሻ 

Как известно вложение ଶܹ
ଵሺQ଴; ԧሻ ⊂ ;௤ሺQ଴ܮ ԧሻ компактно для любого ݍ ൒ 1. Отсюда 

ввиду (4.6) и произвольности ݍ вытекает, что множество ܤ෨ ൌ ሼ߮ ൌ ଶݓ ∣ ݓ ∈ -ሽ комܤ
пактно в ܮ௠ᇲሺQ଴; ԧሻ, где ݉ᇱ ൌ ݉/ሺ݉ െ 2ሻ – сопряженный показатель для ݉/2. Сходи-
мость (4.8) на компакте равномерна. Равномерность сходимости легко получить при-
влечением конечных сетей для компакта ܤ෨ . Тогда из ሺ4. 4ᇱሻ и (4.8) получим оценку 

						 න |ीఌሺݔሻ|ଶ|ݓሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൑ 	ቆmax	
௫∈ொబ

〈|ीሺݔ,⋅ሻ|ଶ〉௬ ൅ 1ቇ
୕బ

න ݓ				,ݔሻ|ଶ݀ݔሺݓ| ∈ 															ܤ
୕బ

ሺ4.9ሻ 

для достаточно малых ߝ ,ߝ ൑ ;௠ሺܮ	 ଴ሺQሻ. Ввиду ограниченности вложенийߝ ԧሻ ⊂
;ଶሺܮ ԧሻ и ௥ܹ

ଵሺ; ԧሻ ⊂ ;௠ሺܮ ԧሻ с учетом ሺ4. 4ᇱሻ, имеем 

〈|ीሺݔ,⋅ሻ|ଶ〉௬
ଵ/ଶ ൑ 〈|ीሺݔ,⋅ሻ|௠〉௬

ଵ
௠ ൑ ܿ	‖ीሺݔ,⋅ሻ‖ௐೝ

భሺ;ԧሻ ൑ ܿmax
௫∈୕బ

	‖෤॔ሺݔ,⋅ሻ‖௅ೝሺ;	ԧሻ ݔ				,	 ∈ Q଴	, 

где ܿ ൐ 0 – постоянная. 
Отсюда и из формул (4.9), (4.7) получим  
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න ॔ఌሺݔሻ|ݓሺݔሻ|ଶ݀ݔ
୕బ	

൑ ܥ	 ቆන ݔሻ|ଶ݀ݔሺݓ|
୕బ

൅ ଶߝ න ෍ ቀหݓ௝ሺݔሻห
ଶ
൅ หݓ׏௝ሺݔሻห

ଶ
ቁ

ଶ

௝ୀଵ୕బ

 ሺ4.10ሻ									ቇ,ݔ݀

где ܥ ൐ 0 – постоянная, ܥ ൌ ሺܿ ൅ 1ሻmax௫∈ொబ‖෤॔ሺݔ,⋅ሻ‖௅ೝሺ;ԧሻ ൅ 1. Следовательно, нера-

венство (4.1) для функций из ଶܹ
ଵሺQ଴; ԧሻ

଴																				

 доказано. 
Как известно (см. [5, гл. 7, теорема 7.25]), существует оператор продолжения 

:ܬ ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ → ଶܹ

ଵሺܳ଴; ԧሻ
଴																				

, такой, что ‖ݓܬ‖
ௐమ

భሺொబ;ԧሻ
బ																		 ൑ ௐమ‖ݓ‖ܿ

భሺொ;	ԧሻ	, ԧሻ	௅మሺொబ;‖ݓܬ‖ ൑

ܿ , где	ԧሻ	௅మሺொ;‖ݓ‖ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ܳ	и	ܳ଴. Этих неравенств для 
продолжения достаточно для получения (4.1) из (4.10) для любого ݓ ∈ 	 ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ. При 
этом надо учесть, что из построения (4.3) продолжения ෤॔ следует 
max௫∈ொబ‖෤॔ሺݔ,⋅ሻ‖௅ೝሺ;ԧሻ ൌ max௫∈ொ‖॔ሺݔ,⋅ሻ‖௅ೝሺ;ԧሻ. 

Теперь перейдем к доказательству неравенства (4.2). Введем в рассмотрение се-
мейство (по ߝ) ሼߠఌሺݔሻሽ вещественных гладких срезающих функций, удовлетворяющих 
условиям 
1°.		0 ൑ ఌߠ ൑ ఌߠ		.2°					,1 ∣ொഄ

మ

ൌ ఌߠ		.3°				,1 ൌ 0		вне		ܳఌ	, |ఌߠ׏|ߝ		.4° ൑  ሺ4.11ሻ																,ܯ

где ܯ ൐ 0 – постоянная, ܳ௛, ݄ ൌ ఌ

ଶ
,  h – окрестность границы ߲ܳ. Используя свойства – ߝ

срезающих функций ሼߠଶఌሺݔሻሽ и оценку (4.1), получим 

׬ ॔ఌ|ݓ|ଶ݀ݔ ൑ ׬ ॔ఌሺߠଶఌ|ݓ|ሻଶ݀ݔ ൑ ܿொమഄ∩ொொഄ∩ொ
ቀ׬ ሺߠଶఌ|ݓ|ሻଶ݀ݔொమഄ∩ொ

൅ ଶߝ ׬ ሺߠଶఌ|ݓ|ሻଶ݀ݔொమഄ∩ொ
൅

׬ ሺ׏|ߝሺߠଶఌݓଵሻ|ሻଶ݀ݔொమഄ∩ொ
	൅ ׬ ሺ׏|ߝሺߠଶఌݓଶሻ|ሻଶ݀ݔொమഄ∩ொ

ቁ. 

Отсюда, так как ሺ׏|ߝሺߠଶఌݒሻ|ሻଶ ൌ ൫ሺߠ׏|ߝଶఌ|ሻ|ݒ| ൅ ൯|ݒ׏|ଶఌߠߝ
ଶ
൑ 2 ቀ൫ሺߠ׏|ߝଶఌ|ሻݒ൯

ଶ
൅

ሺߠߝଶఌ|ݒ׏|ሻଶቁ, получим 

න ॔ఌ|ݓ|ଶ݀ݔ ൑ ܿሺ1 ൅ ଶߝ ൅ ଶሻනܯ2 ݔଶ݀|ݓ| ൅
ொమഄ∩ொொഄ∩ொ

ଶߝ නሺ|ݓ׏ଵ|ଶ ൅ ݔଶ|ଶሻ݀ݓ׏| ൑
ொ

 

൑ 2ܿሺ1 ൅ܯଶሻන ݔଶ݀|ݓ| ൅
ொమഄ∩ொ

ܿߝ නሺ|ݓ׏ଵ|ଶ ൅ .	ݔଶ|ଶሻ݀ݓ׏|
ொ

 

Применим к первому интегралу справа известное неравенство для следа (см. [9; гл. 1, 
§	1, п. 2]) 

																		න ݔଶ݀|ݓ| ൑ ܿࣟห|ݓ|ห
ௐమ

భሺொ;	ԧሻ

ଶ
ݓ													,	 ∈ ଶܹ

ଵሺܳ; 	ԧሻ,									ሺ4.12ሻ
ொమഄ∩ொ

 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, не зависящая от ݑ	и	ߝ. В результате получим неравенство 
(4.12). Лемма 2 доказана. 

ЛЕММА 3. Пусть ݓ଴ – произвольная функция из пространства ଶܹ
ଶሺܳ; ԧሻ ∩

଴ܹሺܳሻ, и пусть ݂ ൌ ଴ݓ଴ܣ ≡ ߲௭ݓ଴ ൅ ሻݔ଴ሺߤ ௭߲ݓ଴. Тогда справедливы следующие соот-
ношения: 
ଵݓఌܣ‖	

ఌ െ ଴‖௅మሺொ;ԧሻݓ଴ܣ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝܿ
మሺொ;ԧሻ,

ଵݓఌܣ‖
ఌ െ ఌ‖௅మሺொ;ԧሻݓఌܣ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝܿ

మሺொ;ԧሻ,
																																																																													ሺ4.12ሻ 

ଵݓ‖
ఌ െ ԧሻ	଴‖௅మሺொ;ݓ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝܿ

మሺொ;	ԧሻ, ଵݓ	
ఌ ⇀ 	 ଴ вݓ ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ при 	ߝ → 0,																								ሺ4.13ሻ 



Сиражудинов М.М., Джамалудинова С.П. Оценки погрешности усреднения задачи Римана–Гильберта 
для уравнения Бельтрами с локально-периодическим коэффициентом 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2021. Том 36. Вып. 4 

50

где ܿ ൌ ܿሺ݇଴ሻ ൐ 0 – константа, зависящая только от постоянной эллиптичности ݇଴; 
ఌݓఌܣ ఌ – решение задачи Римана–Гильберта для уравнения Бельтрамиݓ ൌ ఌݓ ,݂ ∈
଴ܹሺܳሻ, ݓଵ

ఌሺݔሻ ൌ ሻݔ଴ሺݓ ൅ ,ݔሺܰߝ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ	– первое приближение. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду (1.21) имеем  

ଵݓఌሺܣ																																							
ఌ െ ఌሻݓ ൌ  ሺ4.14ሻ																																																																																	ఌ,ݎߝ

где ݎఌ ൌ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ൫߲௭ܰሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሺߤ ሻݕ ௭߲ܰሺݔ, ሻ൯ݕ ൅ ܰሺݔ, ሻ൫߲௭̅௭ݕ
ଶ ሻݔ଴ሺݓ ൅ ,ݔሺߤ ሻݕ ௭߲௭

ଶ ,ሻ൯ݔ଴ሺݓ
ݕ ൌ ,ݔСогласно следствию 3 ܰሺ .ݔଵିߝ ,ݔሻ и ߲௭ܰሺݕ -ሻ ограничены постоянной, зависяݕ
щей только от постоянной эллиптичности ݇଴, и постоянной Липшица ݈, поэтому 
ఌݎ ∈ ;ଶሺܳܮ ԧሻ. Отсюда и из (1.21), (4.14) с учетом ܣఌݓఌ ൌ ݂ ൌ -଴ получим оба нераݓ଴ܣ
венства (4.12). 

Докажем соотношения (4.13). Первое из них следует из (1.20) ввиду ограничен-
ности ܰ: 

ଵݓ‖
ఌ െ ԧሻ	଴‖௅మሺொ;ݓ ൑ ߝ ⋅ ܿ‖ ௭߲ݓ଴‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ߝ ⋅ ܿ‖ ௭߲ݓ଴‖ௐమ

మሺொ;ԧሻ	,								ሺ4.15ሻ 
где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴ и ݈. Теперь рассмотрим 

ଵݓ׏
ఌሺݔሻ െ ሻݔ଴ሺݓ׏ ൌ ,ݔ௬ܰሺ׏ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ ൅ ,ݔܰሺ	௫׏ߝ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ ൅ ׏ሻݕሺܰߝ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ.	

Здесь последние слагаемые справа оцениваются, как выше, с применением След-
ствия 3. Для оценки ׏௬ܰሺݔ, ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ применим формулу (4.1) из Леммы 1, где 

॔ሺݔ, ሻݕ ൌ ห׏௬ܰሺݔ, ሻหݕ
ଶ
∈ Lip ቀܳ, ;௤/ଶሺܮ ԧሻቁ, ݍ ൐ 2 – показатель повышенной суммиру-

емости, ݓ ൌ ௭߲ݓ଴. В результате получим 
ଵݓ׏‖																			

ఌ െ ԧሻ	଴‖௅మሺொ;ݓ׏ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ܿ
మሺொ;ԧሻ	.																		ሺ4.16ሻ 

Отсюда и из (4.15) имеем 
ଵݓ‖																			

ఌ െ ଴‖ௐమݓ
భሺொ;	ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ܿ

మሺொ;ԧሻ	,																					ሺ4.17ሻ 
где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴ и ݈. 
 Рассмотрим теперь семейство (по ߝ) Φఌ ൌ ሼݓଵ

ఌ െ ଴ሽݓ ⊂ ଶܹ
ଵሺܳ; 	ԧሻ. Из формулы 

(4.17) следует слабая компактность этого семейства. Пусть ݓ෥ ∈ ଶܹ
ଵሺܳ; 	ԧሻ – произволь-

ная слабая предельная точка семейства Φఌ: ݓଵ
ఌೖ െ ଴ݓ ⇀ ෥ݓ  при ߝ௞ → 0 в ଶܹ

ଵሺܳ; 	ԧሻ. От-
сюда ввиду компактности вложения ଶܹ

ଵሺܳ; 	ԧሻ ⊂ ଶܹ
ଵሺܳ; 	ԧሻ получим ݓଵ

ఌೖ െ ଴ݓ → ෥ݓ  при 
௞ߝ → 0 в ܮଶሺܳ; 	ԧሻ. С другой стороны, (4.14) влечет сходимость ݓଵ

ఌೖ െ ଴ݓ → 0 при 
௞ߝ → 0 в ܮଶሺܳ; 	ԧሻ. Следовательно, ݓ෥ ൌ 0. Ввиду произвольности ݓ෥  отсюда получим 
второе соотношение (4.13). Лемма доказана. 
 

4.2. Доказательство леммы 1 
Покажем, что оператор ܣ଴ ൌ ߲௭̅ ൅ ଴ߤ ௭߲ принадлежит классу ࣛሺ݇଴; ܳሻ. Пусть ܣመ 

является произвольной G-предельной точкой семейства ሼܣఌሽ (напомним, что класс 
ࣛሺ݇଴; ܳሻ является компактным и семейство ሼܣఌሽ – подмножество ࣛሺ݇଴; ܳሻ), т. е.  

ఌೖܣ →
ீ
௞ߝ መ в области ܳ приܣ → 0,																																	ሺ4.18ሻ 

где ሼߝ௞ሽ ⊂ ሼߝሽ. Пусть ݓ଴ ∈ ଶሺܥ തܳ; ԧሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ, ݂ ൌ -଴. Тогда отсюда, из (4.14), лемݓ଴ܣ
мы 2 и ܣఌݓఌ ൌ ݂ ൌ  ଴ имеемݓ଴ܣ

ଵݓఌೖܣ																																																			
ఌೖ ൌ ݂ ൅  ሺ4.19ሻ																																												ఌೖ,ߙ

ఌೖߙ ൌ ௞ߝ ଶሺܳሻ приܮ ௞ሻ вߝሺ݋ → 0. Ввиду (4.13) мы получим 

ଵݓ
ఌೖ ⇀ 			в			଴ݓ ଶܹ

ଵሺܳሻ	при	ߝ௞ → 0. 
Значит, из (4.18) и (4.19), с учетом свойства сходимости произвольных решений (см. п. 
1.2), получим ܣመݓ଴ ൌ ݂. Поэтому имеем ܣ଴ݓ଴ ൌ ଴ݓ ଴ для любой функцииݓመܣ ∈
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;ଶሺܳܥ ԧതതതതതሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ. Следовательно, ܣ଴ ൌ መܣ ∈ ࣛሺ݇଴; ܳሻ ввиду всюду плотности множе-
ства ܥଶሺ തܳ; ԧሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ в ଴ܹሺܳሻ.  

Итак, оператор ܣ଴ является эллиптическим из класса ࣛሺ݇଴; ܳሻ. Пусть ݓ଴	 – ре-
шение уравнения Бельтрами ܣ଴ݓ଴ ൌ ݂ ∈ ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ, ݓ ∈ ଴ܹሺܳሻ. В силу свойства регу-
лярности решения (см. теорему 2) это решение ݓ଴ принадлежит пространству 

ଶܹ
ଶሺܳ; ԧሻ. Аналогично лемме 2 отсюда получим остальные утверждения. Лемма 1 дока-

зана. 
 

5. Доказательство теоремы 6 
Теперь приступим к доказательству оценки разности между точным решением 

ଵݓ – ఌ задачи Римана–Гильберта (1.7) и первым приближением (1.15)ݓ
ఌ. 

Пусть ݓ଴ – решение усредненной задачи Римана–Гильберта для усредненного 
уравнения из теоремы 4, и пусть ݓ଴ ∈ ଶܹ

ଶሺܳ; ԧሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ. Для того чтобы обеспечить 
такую гладкость ݓ଴ (см. теорему 2), нам достаточно взять в задаче Римана–Гильберта 
правую часть 	f из пространства ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ. 
Первое приближение (1.20) – ݓଵ

ఌ – не принадлежит пространству ଴ܹሺܳሻ из-за 
того, что корректор ܰߝሺݔ, ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ не удовлетворяет граничному условию. Это вызы-
вает некоторые затруднения при оценке разности ݓఌ െ ଵݓ

ఌ. Чтобы обойти их мы доба-
вим в первое приближение поправочный член 

গଵ
ఌሺݔሻ ൌ ሻݔ଴ሺݓ ൅ ,ݔሺܰߝ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ െ ,ݔሻܰሺݔఌሺߠߝ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ െ  ሺ5.1ሻ					ଵܿఌ,ି|ܳ|ߝ݅

где ሼߠఌሺݔሻሽ – семейство, определенное формулой (4.11); |ܳ| – площадь области ܳ; ܰ – 
периодическое решение из теоремы 4; ܿఌ ∈ Թ – действительное число, определенное 
формулой 

ܿఌ ൌ න Imቀ൫1 െ ,ݔሻ൯ܰሺݔఌሺߠ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻቁ
ொ

ݕ					,ݔ݀ ൌ  .	ݔଵିߝ

Очевидно, что семейство ሼܿఌሽ равномерно ограничено по ߝ, и ввиду (1.19) имеем 
|ܿఌ| ൑ ଴‖ௐమݓ‖ܿ

మሺொሻ	,	 где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴ и ݈. Так как ݓ଴ ∈

ଶܹ
ଶሺܳ; ԧ	ሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ, согласно (5.1) и свойству 2 семейства (4.11) получим: গଵ

ఌሺݔሻ ∈
଴ܹሺܳሻ. 

Подправленное первое приближение (5.1) ввиду (1.20), можно представить в 
следующем виде: গଵ

ఌሺݔሻ ൌ ଵݓ
ఌሺݔሻ ൅ ൫1ߝ െ ,ݔሻ൯ܰሺݔఌሺߠ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ െ  ଵܿఌ. Оценимି|ܳ|ߝ݅

разность двух приближений 
ଵݓ														

ఌሺݔሻ െ গଵ
ఌሺݔሻ ൌ ,ݔሻܰሺݔఌሺߠߝ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ ൅  ሺ5.2ሻ											ଵܿఌ.ି|ܳ|ߝ݅

Имеем:  
ࣞ୶ౠ൫ݓଵ

ఌሺݔሻ െগଵ
ఌሺݔሻ൯ ൌ ߠ௫ೕࣞߝ

ఌሺݔሻܰሺݔ, ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ ൅ ,ݔሻࣞ௬ೕܰሺݔఌሺߠ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ ൅ 

,ݔ௫ೕܰሺ׏ሻݔఌሺߠߝ ሻݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ ൅ ,ݔሻܰሺݔఌሺߠߝ ሻࣞ௫ೕݕ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ ≡ िଵ
ఌ ൅ िଶ

ఌ ൅ िଷ
ఌ ൅ िସ

ఌ,						ሺ5.3ሻ 
где ࣞ௫ೕ ൌ ௝ , ࣞ௬ೕݔ߲/߲ ൌ ݆ ,௝ݕ߲/߲ ൌ 1,2. Здесь, каждое слагаемое справа согласно свой-

ству 3° функции ߠఌ равно нулю вне ߝ – окрестности границы. Учитывая свойства 1, 
4 функции ߠఌ, отсюда, с учетом ሺ4.2ᇱሻ, ሺ1.6ଶሻ и (1.19), легко получим:  

															‖िଵ
ఌ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ܿ ቆන | ௭߲ݓ଴ሺݔሻ|ଶ݀ݔ

ொഄ

ቇ

ଵ
ଶ
൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝ√ܿ

మሺொ;ԧሻ,																			ሺ5.4ሻ 

					‖िଷ
ఌ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝܿ

మሺொ;ԧሻ,				‖िସ
ఌ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝܿ

మሺொ;ԧሻ,																											ሺ5.5ሻ 
где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от ݇଴, ݈ и ܳ. 
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Аналогично, применив вместо ሺ4.2ᇱሻ неравенство (4.2), где  

॔ሺݔ, ሻݕ ൌ ቚࣞ௬ೕܰሺݔ, ሻቚݕ
ଶ
∈ Lip ቀܳ, ;௥ሺܮ ԧሻቁ , ݎ ൌ -показатель повышенной сум – ݍ ,2/ݍ

мируемости из свойства 2 решения задачи на ячейке, ݓሺݔሻ ൌ ௭߲ݓ଴ሺݔሻ, получим 
																																										‖िଶ

ఌ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝ√ܿ
మሺொ;ԧሻ,																													ሺ5.6ሻ 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, ܿ ൌ constሺ݇଴, ݈, ܳሻ. 
Из оценок (5.4)–(5.6) ввиду ሺ5.3ሻ следует: 

																								ቛࣞ୶ౠ൫ݓଵ
ఌሺݔሻ െ গଵ

ఌሺݔሻ൯ቛ
௅మሺொ;ԧሻ

൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝ√ܿ
మሺொሻ,			݆ ൌ 1,2,											ሺ5.7ሻ 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, ܿ ൌ constሺ݇଴, ݈, ܳሻ. Кроме того, из (5.2), свойства 1 семейства 
ሼߠఌሽ и (1.19) следует оценка  

ଵݓ‖																												
ఌሺݔሻ െ গଵ

ఌሺݔሻ‖௅మሺொሻ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝܿ
మሺொሻ.																							ሺ5.8ሻ 

Из оценок (5.7) и (5.8) мы имеем  
ଵݓ‖																									

ఌሺݔሻ െ গଵ
ఌሺݔሻ‖ௐమ

భሺொሻ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝ√ܿ
మሺொሻ,																								ሺ5.9ሻ 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, ܿ ൌ constሺ݇଴, ݈, ܳሻ. 
Теперь найдем ܮଶ-оценку для ఌ݂ ∶ൌ ఌݓఌሺܣ െ গଵ

ఌሻ. Согласно (1.21) имеем 
ఌ݂ ൌ ఌݓఌሺܣ െ ଵݓ

ఌሻ ൅ ଵݓఌሺܣ
ఌ െ গଵ

ఌሻ ൌ െݎߝఌ ൅ ∂௭̅ሺݓଵ
ఌ െ গଵ

ఌሻ ൅ ሻݕሺߤ ∂௭ሺݓଵ
ఌ െ গଵ

ఌሻ. 
Отсюда и из ܮଶ-оценок производных (5.7), учитывая (1.5) и (4.12), получим следующую 
оценку: 
‖ ఌ݂‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ఌݓఌሺܣ‖ െ ଵݓ

ఌሻ‖௅మሺொ;ԧሻ ൅ ଵݓఌሺܣ‖
ఌ െ গଵ

ఌሻ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝ√ܿ
మሺொ;ԧሻ,				ሺ5.10ሻ	 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, ܿ ൌ constሺ݇଴, ݈, ܳሻ. 
Заметим, что разность ݓఌ െগଵ

ఌ является решением задачи Римана–Гильберта: 
∂௭̅ݓ ൅ ሻݔଵିߝሺߤ ∂௭ݓ ൌ ఌ݂, ݓ ∈ ଴ܹሺܳሻ, и оно принадлежит пространству ଴ܹሺܳሻ. Поэто-
му из оценок (5.10) и (1.5) получим 

ఌݓ‖																																			 െ গଵ
ఌ‖ௐమ

భሺொሻ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝ√ܿ
మሺொሻ.																											ሺ5.11ሻ 

Из оценок (5.9) и (5.11) вытекает оценка разности между точным решением и первым 
приближением ݓఌ െ ଵݓ

ఌ: 
ఌݓ‖																																		 െ ଵݓ

ఌ‖ௐమ
భሺொሻ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝ√ܿ

మሺொሻ																												ሺ5.12ሻ 
с постоянной ܿ ൐ 0, ܿ ൌ constሺ݇଴, ݈, ܳሻ. Отсюда из оценки (5.9) и из леммы 3, получим 
следующую оценку: 

ఌݓ‖																																		 െ ଴‖௅మሺொሻݓ ൑ ଴‖ௐమݓ‖ߝ√ܿ
మሺொሻ																													ሺ5.13ሻ 

с постоянной ܿ ൐ 0, ܿ ൌ constሺ݇଴, ݈, ܳሻ.  
Заметим, что ݓ଴ – решение усредненной эллиптической задачи, поэтому соглас-

но теореме 2 получим: ‖ݓ଴‖ௐమ
మሺொሻ ൑ ܿ‖݂‖ௐమ

భሺொሻ с постоянной ܿ ൐ 0, 	
ܿ ൌ constሺ݇଴, ݈, ܳሻ. Следовательно, из оценок (5.12), (5.13) вытекают оценки (1.22). Тео-
рема 6 доказана. 
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Local characteristics of mathematical models of strongly inhomogeneous media are usually 

described by functions of the form aሺεିଵxሻ, or bሺx, εିଵxሻ, or cሺεିଵx, δିଵxሻ, or dሺεିଵx, δିଵx, γିଵxሻ, 
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(e.g.:  periodic in the variables y ൌ εିଵx, z ൌ δିଵx etc.). Consequently, the corresponding mathemati-
cal models are differential equations with rapidly oscillating coefficients. 

This research is focused on the estimates of the averaging error. We study the scalar Beltrami 
equation with a local periodic coefficient ߤሺݔ,  .ሻݔଵିߝ
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