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В статье рассматриваются вопросы поведения собственных функций одной не-

самосопряженной задачи.  
Задачи об асимптотике собственных значений, свойствах полноты и базисности 

собственных функций задачи Редже изучались во многих работах. Вопрос о росте норм 
собственных значений данной задачи также были ранее рассмотрен.  

Для суммируемых весов установлено, что максимумы собственных функций мо-
гут расти не медленнее на некоторой под-последовательности собственных функций.  

Целью нашей работы является изучение верхней оценки для норм производных 
собственных функций задачи. Основные результаты работы представлены в виде дока-
зательства теоремы, утверждающей, что для всех собственных чисел и соответствую-
щих собственных функций одной несамосопряженной задачи существуют положитель-
ные константы, не зависящие от суммируемых функций из рассматриваемой задачи, 
такие, что можно дать оценки для норм производных (первой и второй). 
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Обозначим через ];0[ aL  совокупность всех суммируемых на сегменте ],0[ a  
функций )(x , удовлетворяющих неравенствам  Mxm )(0  . В дальнейшем 
такие функции будем называть весовыми. 

Рассмотрим спектральную задачу ( ];0[)( aLx  , ];0[)( aLxq  ) 
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где   – комплексный параметр. 
Задачи об асимптотике собственных значений, свойствах полноты и базисности 

собственных функций задачи Редже изучались во многих работах, в [1–6]. 
Вопрос о росте норм собственных значений задачи (1)–(3) рассматривался в ра-

ботах [7–11]. Для суммируемых весов в них установлено, что максимумы собственных 

функций могут расти не медленнее 21с  на некоторой подпоследовательности соб-
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ственных функций )(xy
kn . Здесь и далее через  )(, xynn  обозначается собственная 

пара рассматриваемой задачи. 
Нами получены верхние оценки для норм производных собственных функций 

задачи (1)–(3). Справедлива следующая 
Теорема. Пусть функции q  и   – суммируемые на отрезке ],0[ a , причем 

0)( xq и 0)(  mx . Тогда для всех собственных чисел n  и соответствующих соб-

ственных функций ny  задачи (1)–(3) существуют положительные константы ܥଵ и ܥଶ, не 

зависящие от ݍሺݔሻ, ߩሺݔሻ и ݊, такие, что справедливы неравенства:  

௡ᇱݕ‖ ሺݔሻ‖஼ሾబ,ೌሿ ൏ |ߣ|ଵܥ
య
మ; 

ሻ‖஼ሾబ,ೌሿݔ௡ᇱᇱሺݕ‖ ൏ |ߣ|ଶܥ
ఱ
మ. 

Доказательство. Докажем сначала более простое второе неравенство. Из урав-
нения (1) имеем 

|ሻݔ௡ᇱᇱሺݕ| ൌ ሻݔሺߩ௡ଶߣ| െ |ሻݔ௡ሺݕ||ሻݔሺݍ ൑ ሺ|ߣ௡|ଶܯ ൅ܯሻ max
௫∈ሾ଴,௔ሿ

|ሻݔ௡ሺݕ| ൌ 

ൌ ቀ1ܯ ൅ ଵ

|ఒ೙|మ
ቁ ௡|ଶߣ| ∙  ሻ‖஼ሾబ,ೌሿ, а так какݔ௡ሺݕ‖

ሻ‖஼ሾబ,ೌሿݔ௡ሺݕ‖ ൏ С|ߣ௡|
భ
మ (см. [11]), то  

ሻ‖஼ሾబ,ೌሿݔ௡ᇱᇱሺݕ‖ ൏ ܯ ቀ1 ൅ ଵ
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ఱ
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ఱ
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(так как |ߣ௡| ограничены снизу положительной константой, не зависящей от 
  .(ሻݔሺݍ	и	ሻݔሺߩ

Перейдем к доказательству первого неравенства. Рассмотрим тождество 
ሻ|ଶݔሺ′ݕ| ൌ ሻݔሺ′ݕ ∙ ሻݔത′ሺݕ ൌ ׬ ሾݕ′′ሺݐሻݕത′ሺݐሻ ൅ ݐሻሿ݀ݐത′′ሺݕሻݐሺ′ݕ

௫
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Из (2) следует, что ݕ′ሺܽሻ ൌ |ሺܽሻ′ݕ| ሺܽሻ, и потомуݕߣ݅ ൌ |ߣ| ∙  ,ሺܽሻ|, следовательноݕ|
ሻ|ଶݔሺ′ݕ| ൌ ଶ|ߣ| ∙ ሺܽሻ|ଶݕ| ൅ ׬ ሾݕ′′ሺݐሻݕത′ሺݐሻ ൅ ݐሻሿ݀ݐത′′ሺݕሻݐሺ′ݕ

௫
௔ ൑  

൑ ଶ|ߣ| ∙ ሺܽሻ|ଶݕ| ൅ ห׬ 2 ∙ |ሻݐሺ′′ݕ| ∙ ݐ݀|ሻݐሺ′ݕ|
௫
௔ ห (так как |ݕ′′ሺݐሻ| ൌ |ሻݐሺ′ݕ| ሻ| иݐത′′ሺݕ| ൌ

  ሻ его представление из уравнения (1), получимݐሺ′′ݕ ሻ|), подставляя вместоݐത′ሺݕ|
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௫
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очевидную оценку |ߣଶߩሺݐሻ െ |ሻݐሺݍ ൑ ሺ|ߣଶ| ൅ 1ሻܯ, 
ሻ|ଶݔሺ′ݕ| ൑ ଶ|ߣ| ∙ ሺܽሻ|ଶݕ| ൅ ଶ|ߣ|ሺܯ2 ൅ 1ሻห׬ |ሻݐሺݕ| ∙ ݐ݀|ሻݐሺ′ݕ|

௫
௔ ห, оценивая интеграл 

по неравенству Коши – Буняковского, получим 
ሻ|ଶݔሺ′ݕ| ൑ ሺܽሻ|ଶݕ|ଶ|ߣ| ൅  
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Учитывая (3), 

ሻ|ଶݔሺ′ݕ| ൑ ሺܽሻ|ଶݕ|ଶ|ߣ| ൅ ܯ2 ቀ1 ൅ ଵ
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Как показано в [11], если ߣ ൅ ߣ̅ ് 0, то 
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ൌ ଶ|ߣ| ൥|ݕሺܽሻ|ଶ ൅
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В работе [12] установлено, что	|ݕሺܽሻ|ଶ ൌ ଶሺܽሻݑ ൌ െ2ߪ (где ݑሺݔሻ ൌ 	,|ሻݔሺݕ|
ߪ ൌ ሺܽሻ|ଶݕ| ,ሻ), следовательноߣሺ݉ܫ ൌ െ2 ∙ ሻߣሺ݉ܫ ൏   Отсюда .|ߣ|2
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и потому 

௡ᇱݕ| ሺݔሻ|ଶ ൑ ௡|ଷߣ| ൥2 ൅ 2ெ

௠
ቀ1 ൅ ଵ
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భ
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Следовательно, в случае ߣ ൅ ߣ̅ ് 0 первое неравенство справедливо. 
Пусть теперь ߣ ൅ ߣ̅ ൌ 0, то есть ߣ ൌ -чисто мнимое число. Тогда, как было по ݐ݅

казано в [11], имеет место равенство  
׬ ݔሻ|ଶ݀ݔሺ′ݕ|
௔
଴ ൌ ሺܽሻ|ଶݕ||ߣ| െ ׬ ݔሻ|ଶ݀ݔሺݕ|ሻݔሺݍ

௔
଴ ൅ ଶ|ߣ| ׬ ݔሻ|ଶ݀ݔሺݕ|ሻݔሺߩ

௔
଴ .  

Отсюда ׬ ݔሻ|ଶ݀ݔሺ′ݕ|
௔
଴ ൌ   ሺܽሻ|ଶ, и потомуݕ||ߣ|

ሻ|ଶݔሺ′ݕ| ൏ ሺܽሻ|ଶݕ|ଶ|ߣ| ൅ ܯ2 ቀ1 ൅ ଵ
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ቁ ଶ|ߣ| ଵ

௠
ሺ|ߣ| ∙ ሺܽሻ|ଶሻݕ|

భ
మ, а так как |ݕሺܽሻ|ଶ ൏

  то имеем ,|ߣ|2

௡ᇱݕ| ሺݔሻ|ଶ ൑ ௡|ଶߣ| ∙ 2 ∙ |௡ߣ| ൅ 2
ܯ
݉
൬1 ൅

1
௡|ଶߣ|

൰ ௡|ଶߣ| ∙ ሺ|ߣ௡| ∙ 2 ∙ ௡|ሻߣ|
ଵ
ଶ ൌ 

ൌ ௡|ଷߣ| ቂ2 ൅ 2 ெ

௠
ቀ1 ൅ ଵ
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ቁ 2

భ
మቃ. Тем самым ‖ݕ௡ᇱ ሺݔሻ‖஼ሾబ,ೌሿ ൏ |ߣ|ଵܥ

య
మ в любом случае. 
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Some Upper Bounds for the Eigenfunctions of the Regge Type Problem 
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The article is devoted to questions of behavior of eigenfunctions of one non-self-adjoint prob-

lem. The problems of the asymptotic behavior of the eigenvalues, the properties of completeness and 
basis property of the eigenfunctions of the Regge problem were studied in many works. 

The question of the growth of the norms of the eigenvalues of this problem has also been pre-
viously considered. For summable weights, it was established in these papers that the maxima of the 
eigenfunctions can grow no more slowly on some subsequence of the eigenfunctions. The purpose of 
this work is to study the upper bound for the norms of the derivatives of the eigenfunctions of the 
problem. The main result of the work is presented in the form of a proof of the theorem asserting that 
for all eigenvalues and corresponding eigenfunctions of one non-self-adjoint problem there are posi-
tive constants that do not depend on the summable functions from the problem under consideration 
allowing to give estimates for the norms of the derivatives (the first and the second). 
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