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В статье рассматриваются дискретные аналоги псевдодифференциальных опера-
торов и связанные с ними дискретные уравнения и краевые задачи в дискретном полу-
пространстве с шагом h. Вводятся дискретные пространства Соболева–Слободецкого, в 
которых ограниченно действуют такие операторы и исследуется разрешимость уравне-
ний с этими операторами. Картина разрешимости обусловлена специальным индексом 
периодической факторизации символа оператора и в некоторых случаях имеет место не-
единственность решения дискретного псевдодифференциального уравнения. Для выде-
ления единственного решения требуется задание дополнительных условий. В работе рас-
сматривается случай одного такого условия, которое задается сначала как дискретное 
условие Дирихле, а затем – как след общего дискретного псевдодифференциального опе-
ратора на дискретную гиперплоскость. В обоих случаях дано сравнение решений дис-
кретной краевой задачи и ее континуального аналога в точках дискретного полупро-
странства. Близость значений дискретного и континуального решений определяется зави-
симостью от шага h. 
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Введение 
Разработка приближенных методов для решения краевых задач эллиптиче-

ских дифференциальных уравнений являлась предметом исследований многих 
авторов [1–4]. После постановки краевой задачи для дифференциальных уравне-
ний в частных производных возникает необходимость в методах их решения. По-
скольку найти точное решение для таких задач бывает крайне трудно, то широко 
используются численные и приближенные методы. По мере развития компьютер-
ных технологий предпочтение отдается методам, которые легко реализуются 
компьютерами. 

В математической литературе существует множество приближенных мето-
дов решения краевых задач [1–4]. Все авторы рассматривают априорно заданную 
краевую задачу и строят для нее определенные вычислительные схемы. Это при-
водит к конечной системе линейных алгебраических уравнений, и решение по-
следней системы объявляется приближенным решением исходной задачи. 

Удобнее сначала изучать дискретные объекты, а затем применять их свой-
ства для изучения аппроксимации исходных непрерывных объектов. Основываясь 
на подходе Эскина, для эллиптических модельных псевдодифференциальных 
уравнений в полупространстве [5] была разработана соответствующая дискретная 
теория [6; 8]. Эта работа посвящена специальной аппроксимации непрерывного 
объекта дискретными. 

2. Дискретные операторы и уравнения. Пусть ܶ௠ 	ൌ 	 ሾെߨ, ,ሿ௠ߨ ݄ ൐ 0,	



Тарасова О.А. О дискретных эллиптических псевдодифференциальных уравнениях 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2021. Том 36. Вып. 3 

65 

԰	 ൌ 	݄ିଵ, Аௗሺߦሻ, ߦ ∈ ܴ௠ – периодическая суммируемая функция с кубом периодов 
԰ܶ௠, ܦ ⊂	ܴ௠ – область. Введем псевдодифференциальный оператор  

ሺܣௗݑௗሻሺݔ෤ሻ 	ൌ 	ා න Аௗሺߦሻe௜
ሺ௬෤ି௫෤ሻ⋅కݑௗሺݕ෤ሻ d݄ߦ௠, ෤ݔ ∈ ௗܦ ≡ ܦ ∩ ݄ܼ௠,

԰்೘

௬෤∈௛௓೘

 

который определяется для функций дискретной переменной ݔ෤ ∈ hܼ௠. 
Рассмотрим дискретное уравнение 

Аௗݑௗ 	ൌ                        (1)		ௗݒ	
с символом Аௗሺߦሻ	порядка [6] ߙ и условия его разрешимости.  

Обозначим ߞଶ 	ൌ 	݄ିଶ෍ ൫eି୧௛⋅కೖ െ 1൯
ଶ௠

௞	ୀ	ଵ
, ܵሺ݄ܼ௠ሻ – дискретный аналог 

пространства Шварца ܵሺܴ௠ሻ		ሾ5; 		7ሿ, ෤ௗݑ െ дискретное преобразование Фурье 
функции ݑௗ [6]. 

Определение. Пространство ܪ௦ሺ݄ܼ௠ሻ является замыканием пространства 
ܵሺ݄ܼ௠ሻ по норме 

ௗ‖௦ݑ‖ 	ൌ 	ቌ න ሺ1 ൅ ሻ|ଶߦ෤ௗሺݑ|ଶ|ሻ௦ߞ| ߦ݀
԰்೘

ቍ

ଵ ଶ⁄

.																															ሺ∗ሻ 

Рассмотрим случай 
	ܦ ൌ 	ܴା௠ 	ൌ 	 ሼݔ ∈ ܴ௠: 	ݔ ൌ 	 ሺݔଵ, … , ,௠ሻݔ ௠ݔ	 ൐ 0ሽ. 

Уравнение (1) однозначно разрешимо в дискретном полупространстве 
ௗݒ для произвольной правой части		ௗሻܦ௦ሺܪ ∈ ଴ܪ

௦ିఈሺܦௗሻ при условии 
|æ െ |ݏ ൏ 1/2,                                                       (2) 

где æ ∈ ܴ – индекс периодической факторизации [6]. 
3. Разрешимость дискретного уравнения. Рассмотрим случай, когда 

условие (2) не выполняется. Разберем типичную краевую задачу. Воспользуемся 
результатом из [8] в простейшей форме. 

Теорема 1. Пусть æെ 	ݏ ൌ 	݊ ൅ ,ߜ ݊ ∈ ܰ, |ߜ| ൏ 1/2. Тогда образ Фурье 
ядра оператора ܣௗ состоит из следующих функций: 

ሻߦ෤ௗሺݑ 	ൌ ሚௗ,ାܣ	
ିଵ ሺߦሻ ෍ ܿ̃௞ሺߦᇱሻߞመ௠௞

௡ିଵ

௞	ୀ	଴

	, 

где ܿ̃௞ሺߦᇱሻ, ݇	 ൌ 	0, 1, … , ݊ െ 1	–  произвольные  функции из 
,௦ೖሺ݄ܶ௠ିଵሻܪ  ௞ݏ						 	ൌ ݏ	 െ æ ൅ ݇ െ 1/2. 

Справедлива априорная оценка 

ௗ‖ௌݑ‖ ൑ ܽ෍ ሾܿ௞ሿ௦ೖ
௡ିଵ

௞	ୀ	଴
, 

где ሾ∙ሿ௦ೖ – норма в ܪ௦ೖሺ݄ܶ௠ିଵሻ и а не зависит от h. 
Дальше ܣௗሺߦሻ будет определен следующим образом. Для непрерывного 

псевдодифференциального оператора с символом Aሺߦሻ берем его ограничение на 
куб ԰ܶ௠ и периодически продолжаем его на все ܴ௠. Такой дискретный оператор 
мы будем трактовать как приближенный оператор для непрерывного оператора A. 
Для произвольной функции u обозначение ܳ௛ݑ имеет тот же смысл. Чтобы найти 
приближенное дискретное решение уравнения  

ሺݑܣሻሺݔሻ 	ൌ 	vሺݔሻ, ݔ ∈  ,ܦ
для ܦ	 ൌ 	ܴ௠ используем следующую формулу: 
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෤ሻݔௗሺݑ 	ൌ 	
1

ሺ2ߨሻ௠
න ݁௜௫෤⋅కିܣଵሺߦሻݒ෤ሺߦሻ ,ߦ݀ ෤ݔ

԰்೘

∈ ݄ܼ௠. 

Следовательно, не нужно искать приближенное решение для конечной си-
стемы линейных алгебраических уравнений. Для нашего случая нужно применить 
любые кубатурные формулы для вычисления последнего интеграла и кубатурную 
формулу для вычисления преобразования Фурье ݒ෤ሺߦሻ. Для ݒ ∈ Sሺܴ௠ሻ дискретное 
решение ݑௗሺݔ෤ሻ стремится к ݑሺݔ෤ሻ очень быстро при ݄ → 0 [9]. 

4. Дискретная краевая задача с условием Дирихле. Рассмотрим случай 
æെ 	ݏ ൌ 	1 ൅ ,ߜ |ߜ| ൏ 1/2. Согласно теореме 1 ядро оператора ܣௗ включает толь-
ко одну произвольную функцию, так что нам нужно только одно дополнительное 
условие.  

Непрерывный аналог дискретной краевой задачи 
ሺܣௗݑௗሻሺݔ෤ሻ 	ൌ 	0, ෤ݔ ∈  ௗ,                                           (3)ܦ

,෨ݔௗ൫́ݑ 0൯ 	ൌ 	݃ௗሺ́ݔሻ, ෩́	ݔ ∈ hܼ௠ିଵ                                        (4) 
выглядит следующим образом: 

  ሺݑܣሻሺݔሻ 	ൌ 	0, ݔ ∈ ܴା௠,                                                (5) 
  uሺ́ݔ, 0ሻ ൌ 	gሺ́ݔሻ, ݔ́ ∈ ܴ௠ିଵ,                                              (6) 

где A – псевдодифференциальный оператор с символом Aሺߦሻ,		удовлетворяющим 
условию  

ܿଵሺ1 ൅ ሻఈ|ߦ| ൑ |ሻߦሺܣ| ൑ ܿଶሺ1 ൅  .ሻఈ|ߦ|
Непрерывное решение строится следующим образом. Если индекс факто-

ризации равен æ и æെ 	ݏ ൌ 	1 ൅ ,ߜ |ߜ| ൏ 1/2, то единственное решение задачи 
(5), (6) дается формулой 

ሻߦ෤ሺݑ 	ൌ 	ܾିଵሺߦᇱሻ ෤݃ሺߦᇱሻܣାିଵሺߦᇱ,  ,௠ሻߦ
где ܣേ ሺߦ

ᇱ,  ,ሻ [5]ߦ௠ሻ – элементы факторизации символа Aሺߦ

ܾሺߦᇱሻ 	ൌ 	 න ,ᇱߦାିଵሺܣ ௠ߦ௠ሻ݀ߦ

ାஶ

ିஶ

. 

Предполагаем, что ܾሺߦᇱሻ ് 0, ᇱߦ∀ ∈ ܴ௠ିଵ, что представляет собой упрощенное 
условие Шапиро–Лопатинского [5].  

Имеем следующее дискретное решение [10]: 
ሻߦௗ෦ሺݑ 	ൌ 	 ܾௗ

ିଵሺߦᇱሻ݃ௗ෦ሺߦᇱሻܣௗ,ା
ିଵ ሺߦᇱ,  ,௠ሻߦ

ܾௗሺߦᇱሻ 	ൌ 	 න ା,ୢܣ
ିଵ ሺߦᇱ, ௠ߦ௠ሻ݀ߦ

ା԰గ

ି԰గ

, 

в котором выбираем специальные приближения. ݃ௗ 	ൌ 	ܳ௛݃ и ܣௗ,േሺߦᇱ, -௠ሻ выбиߦ
раем как сужение ܣേሺߦᇱ,   .௠ሻ на ԰ܶ௠ߦ

Периодический символ 
ሻߦௗሺܣ 	ൌ ,ᇱߦௗ,ାሺܣ	 ,ᇱߦௗ,ିሺܣ௠ሻߦ  ௠ሻߦ

удовлетворяет всем условиям периодической факторизации с одинаковым индек-
сом æ. Более того, ݃ௗ෦ሺߦᇱሻ и ୢܣ,ାሺߦ

ᇱ, ାܣ ᇱሻ иߦ௠ሻ совпадают с ෤݃ሺߦ ሺߦᇱ,  ௠ሻ наߦ
԰ܶ௠	соответственно. 

Теорема 2. Пусть æ ൐ 1, s ൐ m 2⁄ , g ∈ ௦ିభܪ
మሺܴ௠ିଵሻ. Сравнение решений 

задач (3–4) и (5–6) дается оценкой 
෤ሻݔሺݑ| െ |෤ሻݔௗሺݑ ൑ chæିଵ, ෦ݔ		 ∈ hܼ௠	 

с постоянной ܿ, не зависящей от ݄.  
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Доказательство. Сравним два интеграла 

෤ሻݔሺݑ 	ൌ 	
1

ሺ2ߨሻ௠
නe௜௫෤⋅కܾିଵ൫ߦሖ൯ ෤݃൫ߦሖ൯ܣାିଵሺߦሖ, ௠ሻߦ dߦ
ோ೘

 

и 

෤ሻݔௗሺݑ 	ൌ 	
ଵ

ሺଶగሻ೘
ධ e௜௫෤⋅కܾௗ

ିଵ൫ߦሖ൯ ෤݃൫ߦሖ൯ܣାିଵሺߦሖ, ௠ሻߦ dߦ԰்೘
                    (7) 

для ݔ෤ ∈ ݄ܼ௠. 
Таким образом, мы имеем 

෤ሻݔሺݑ	 െ ෤ሻݔௗሺݑ ൌ 	
1

ሺ2ߨሻ௠
න ݁௜௫෤⋅కሺܾିଵሺߦሻ െ ܾௗ

ିଵ൫ߦሖ൯ሻ ෤݃൫ߦሖ൯ܣାିଵሺߦሖ, ௠ሻߦ dߦ
԰்೘

൅
1

ሺ2ߨሻ௠
න ݁௜௫෤⋅కܾିଵ൫ߦሖ൯ ෤݃൫ߦሖ൯ܣାିଵ൫ߦሖ, ௠൯ߦ dߦ

ோ೘\԰்೘

, 

так как функции ݃,෥ 	෥݃ௗ и ܣା,  .ௗ,ା совпадают в ԰ܶ௠ܣ	
Оценим второй интеграл 

ቮ න ݁௜௫෤⋅కܾିଵ൫ߦሖ൯ ෤݃൫ߦሖ൯ܣାିଵሺߦሖ, ௠ሻߦ dߦ
ோ೘\԰்೘

ቮ ൑ 	ݐݏ݊݋ܿ න ห ෤݃൫ߦሖ൯หหܣାିଵ൫ߦሖ, ௠൯หߦ dߦ ൑	
ோ೘\԰்೘

൑ 	ݐݏ݊݋ܿ	 ඳ ห ෤݃൫ߦሖ൯ห ቌ න ൅

ି԰గ

ିஶ

න

ାஶ

԰గ

ቍ หܣାିଵ൫ߦሖ, ௠൯หߦ dߦ௠݀ߦ.ሖ 	

ோ೘షభ\԰்೘షభ

 

Далее мы оцениваем 

ቌ න ൅

ି԰గ

ିஶ

න

ାஶ

԰గ

ቍ หܣାିଵ൫ߦሖ, ௠൯หߦ ௠ߦ݀ ൑ ݐݏ݊݋ܿ න ൫	1 ൅ หߦሖห ൅ ௠|൯ߦ|
ିæ

ାஶ

԰గ

௠ߦ݀ 	ൌ	

ൌ 	
ݐݏ݊݋ܿ
æ െ 1

൫1 ൅ หߦሖห ൅ ԰ߨ൯
ଵିæ

൑ ݄ܿæିଵ. 

По неравенству Коши–Буняковского получим 

ධ ห ෤݃൫ߦሖ൯ห݀ߦ ൑ሖ 	
ோ೘షభ\԰்೘షభ ቆන 	ห ෤݃൫ߦሖ൯ห

ଶ
ሺ1 ൅ หߦሖหሻଶ௦ିଵ݀ߦሖ

ோ೘షభ\԰்೘షభ
ቇ
ଵ/ଶ

ቀධ 	ሺ1 ൅
ோ೘షభ\԰்೘షభ

൅	หߦሖหሻିଶ௦ାଵ݀ߦሖቁ
ଵ/ଶ

  

Так как ݃ ∈ -௦ିଵ/ଶሺܴ௠ିଵሻ [5], то первый интеграл меньше ሾ݃ሿ௦ିଵ/ଶ и втоܪ
рой стремится к нулю, если ݏ ൐ ݉/2. 

Для первого интеграла используем оценку  
หܾିଵ൫ߦሖ൯ െ ܾௗ

ିଵ൫ߦሖ൯ห ൑ ݐݏ݊݋ܿ ∙ ݄æିଵ[11]. 
Окончательно получим 

อ
1

ሺ2ߨሻ௠
න ݁௜௫෤⋅కሺܾିଵሺߦሻ െ ܾௗ

ିଵ൫ߦሖ൯ሻ ෤݃൫ߦሖ൯ܣାିଵሺߦሖ, ௠ሻߦ dߦ
԰்೘

อ

൑ ݐݏ݊݋ܿ ∙ ݄æିଵ න ห ෤݃൫ߦሖ൯หหܣାିଵ൫ߦሖ, ௠൯หߦ dߦ ൑ ݐݏ݊݋ܿ ∙ ݄æିଵ	
԰்೘
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඲
ห ෤݃൫ߦሖ൯ห

൫1 ൅ หߦሖห൯
æିଵ dߦሖ

԰்೘షభ

. 

Здесь использовано неравенство Коши–Буняковского.  
5. Дискретная краевая задача с общим граничным условием. Для опи-

сания разрешимости краевой задачи (1) введем следующие обозначения: 

ቀܪకᇲ
௣௘௥ݑ෤ௗቁ ሺߦᇱ, ௠ሻߦ 	ൌ 	

݄
iߨ2

.ݒ .݌ ඲ cot
݄ሺߦ௠ െ ௠ሻߟ

2
,ᇱߦ෤ௗሺݑ ௠ሻߟ dߟ௠

԰గ

ି԰గ

	, 

где 

.ݒ න.݌ cot ௛
ሺక೘ିఎ೘ሻ

ଶ
,ᇱߦ෤ௗሺݑ ௠ሻߟ dߟ௠

԰గ

ି԰గ
= 

	ൌ 	 ݈݅݉
ఌ→଴ା

ቀ׬ ൅
క೘ିఌ
ି԰గ ׬ 	

԰గ
క೘ାఌ

ቁ cot ௛
ሺక೘ିఎ೘ሻ

ଶ
,ᇱߦ෤ௗሺݑ ௠ሻߟ dߟ௠. 

Этот оператор порождает два проектора 

కܲᇲ
௣௘௥ 	ൌ 	

1
2
ቀܫ ൅ కᇲܪ

௣௘௥ቁ , ܳకᇲ
௣௘௥ 	ൌ 	

1
2
ቀܫ െ కᇲܪ

௣௘௥ቁ,	 

которые позволяют сформулировать следующий результат. 
Теорема 3. Пусть æെ 	ݏ ൌ 	݊ ൅ ,ߜ ݊ ∈ ܰ, |ߜ| ൏ 1/2. Тогда общее решение 

уравнения (1) в образах Фурье имеет следующий вид: 

ሻߦ෤ௗሺݑ 	ൌ ሚௗ,ାܣ	
ିଵ ሺߦሻܺ௡ሺߦሻ కܲᇲ

௣௘௥ ቀܺ௡ିଵሺߦሻܣሚௗ,ି
ିଵ ሺߦሻ݈ݒௗ෪ ሺߦሻቁ ൅ ሚௗ,ାܣ

ିଵ ሺߦሻ ෍ ܿ̃௞ሺߦᇱሻߞመ௠௞
௡ିଵ

௞	ୀ	଴

	, 

где ܺ௡ሺߦሻ – произвольный многочлен порядка n переменных ߞመ௞ 	ൌ 	԰൫eି௜௛కೖ െ 1൯,	
݇	 ൌ 	1, … , ݉, удовлетворяющий условию (*), ܿ̃௞ሺߦᇱሻ, ݆	 ൌ 	0, 1, … , ݊ െ 1. Нахо-
дятся произвольные функции из ܪ௦ೖሺ݄ܶ௠ିଵሻ, ௞ݏ 	ൌ ݏ	 െ æ ൅ ݇ െ 1/2. 

Справедлива априорная оценка 

ௗ‖ௌݑ‖ ൑ ܽ ൬‖݂‖௦ିఈା ൅෍ ሾܿ௞ሿ௦ೖ
௡ିଵ

௞	ୀ	଴
൰, 

где ሾ∙ሿ௦ೖ обозначает норму в пространстве ܪ௦ೖሺ݄ܶ௠ିଵሻ и постоянная а не зависит 
от h. 

Применим теорему 3 для простого случая n = 1. Тогда общее решение 
уравнения (1) имеет вид: 

ሻߦ෤ௗሺݑ 	ൌ 	 ෨݄ௗሺߦሻ ൅ ሚௗ,ାܣ
ିଵ ሺߦሻܿ̃଴ሺߦᇱሻ,          (8) 

где обозначаем 
෨݄
ௗሺߦሻ 	ൌ ሚௗ,ାܣ	

ିଵ ሺߦሻ ଵܺሺߦሻ కܲᇲ
௣௘௥ ቀ ଵܺ

ିଵሺߦሻܣሚௗ,ି
ିଵ ሺߦሻ݈ݒௗ෪ ሺߦሻቁ.        (9) 

Построение общего решения для непрерывной краевой задачи было полу-
чено в [1]. Для нашего случая оно имеет вид: 

ሻߦ෤ሺݑ 	ൌ 	 ෨݄ሺߦሻ ൅  ᇱሻ,                  (10)ߦሚ଴ሺܥሻߦሚାିଵሺܣ
෨݄ሺߦሻ 	ൌ ሻߦሚାିଵሺܣ	 ଵܻሺߦሻܲకᇲ ቀ ଵܻ

ିଵሺߦሻܣሚିିଵሺߦሻ݈෩݂ ሺߦሻቁ,    (11) 

где ܲకᇲ 	ൌ 	1/2൫ܫ ൅ -కᇲ являются классическим преобразованием Гильберܪ కᇲ൯ иܪ
та по последней переменной ߦ௠ 
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ߦሺݑకᇲܪ
ᇱ, ௠ሻߦ 	ൌ 	

1
iߨ
.ݒ .݌ ඲

,ᇱߦሺݑ ߬ሻ d߬
௠ߦ െ ߬

ାஶ

ିஶ

	, 

ଵܻሺߦሻ	–	произвольный многочлен переменных ߦଵ, … , -удовлетворяющий усло	௠,ߦ
вию | ଵܻሺߦሻ|	~	1 ൅ ,|ߦ|  .ሻߦሚሺܣ ሻ – множители факторизации для символаߦሚേሺܣ

В формулах (8, 10) имеются произвольные функции ܿ̃଴, -ሚ଴. Для определеܥ
ния, например, функции ܿ̃଴ воспользуемся граничным условием из (1). Действуем 
оператором B на решение ݑௗ, а затем берем сужение на дискретную полуплос-
кость ߦሚ௠ 	ൌ 	0. Согласно свойствам дискретного преобразования Фурье имеем 

න ,ᇱߦ෨ௗሺܤ ,ᇱߦ෤ௗሺݑ௠ሻߦ ௠ሻߦ dߦ௠

ା԰గ

ି԰గ

	ൌ 	 න ,ᇱߦ෨ௗሺܤ ௠ሻߦ ෨݄ௗሺߦᇱ, ௠ሻߦ dߦ௠

ା԰గ

ି԰గ

൅ ܿ̃଴ሺߦᇱሻܾௗሺߦᇱሻ, 

где 

ܾௗሺߦᇱሻ 	ൌ 	ධ ,ᇱߦ෨ௗሺܤ ௗ,ାܣ௠ሻߦ
ିଵ ሺߦᇱ, ௠ሻߦ dߦ௠

ା԰గ

ି԰గ
. 

Здесь мы используем условие infకᇲ∈԰்೘షభ|ܾௗሺߦᇱሻ| ൐ 0. Это дискретный ана-
лог условия Шапиро–Лопатинского [1]. Так как левая часть равна ෤݃ௗሺߦᇱሻ, у нас 
есть следующее отношение: 

ܿ̃଴ሺߦᇱሻ 	ൌ 	 ܾௗ
ିଵሺߦᇱሻ൫ ෤݃ௗሺߦᇱሻ െ  ᇱሻ൯,        (12)ߦௗሺݐ̃

где 

ᇱሻߦௗሺݐ̃ 	ൌ 	 න ,ᇱߦ෨ௗሺܤ ௠ሻߦ ෨݄ௗሺߦᇱ, ௠ሻߦ dߦ௠

ା԰గ

ି԰గ

	. 

Подставляя (12) в (8), получаем единственное решение для дискретной 
краевой задачи (1): 

ሻߦ෤ௗሺݑ 	ൌ 	 ෨݄ௗሺߦሻ ൅ ሚௗ,ାܣ
ିଵ ሺߦሻܾௗ

ିଵሺߦᇱሻ൫ ෤݃ௗሺߦᇱሻ െ    .ᇱሻ൯ߦௗሺݐ̃
 (13) 

Согласно теории Вишика–Эскина [5] имеем  
ሻߦ෤ሺݑ 	ൌ 	 ෨݄ሺߦሻ ൅ ᇱሻሺߦሻܾିଵሺߦሚାିଵሺܣ ෤݃ሺߦᇱሻ െ  ᇱሻሻ                    (14)ߦሺݐ̃

в предположении, что inf|ܾሺߦᇱሻ| ൐ 0, ᇱߦ ∈ ܴ௠ିଵ.	 Сравним формулы (13) и (14). 
Основным моментом является оценка для ෨݄ௗ и ෨݄. Для получения хорошей ап-
проксимации выбираем определенные элементы для дискретного решения осо-
бым образом. 

Правая часть ݒௗ в уравнении (1) строится следующим образом. Возьмем 
ௗݒ݈  	ൌ 	ܳ௛ሺ݈݂ሻ так, что 

ሺ݈ݒௗሻ෫ሺߦሻ 	ൌ 	 ݈෩݂ ሺߦሻ, ߦ∀ ∈ ԰ܶ௠. 
Обозначим через ܳ௛෪  следующий оператор ограничения и периодизации, 

который действует в образах Фурье. Заданная функция ݑ෤  в обозначениях ݍ௛ݑ෤  
означает, что мы берем ограничение ݑ෤  на ԰ܶ௠ и периодически продолжаем его в 
целом ܴ௠. Символ ܣሚௗሺߦሻ дискретного оператора ܣௗ строится по следующей схе-
ме.  

Берем разложение на множители 
ሻߦሚௗሺܣ 	ൌ ሻߦሚାሺܣ	 ∙  ሻߦሚିሺܣ

и вводим периодический символ по формуле 
ሻߦሚௗሺܣ ≡ ൫ݍ௛ܣሚା൯ሺߦሻ ∙ ൫ݍ௛ܣሚି൯ሺߦሻ. 
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Таким образом получаем необходимую периодическую факторизацию. 
У нас есть неединственность решения уравнения (1) для случая 

æെ s	 ൌ 	n ൅ δ, n ∈ N, |δ| ൏ 1/2. Рассмотрим случай n = 1. Для получения реше-
ния необходимы некоторые дополнительные условия. Дискретные аналоги усло-
вий Дирихле или Неймана дают очень простой случай. Рассмотрим дискретное 
условие Дирихле: 

଴	ୀ	ௗ|х෤೘ݑௗܤ 	ൌ 	݃ௗሺ́ݔ෨ሻ, 
где ݃ௗ является заданной функцией дискретной переменной в дискретной гипер-
плоскости ܼ௠ିଵ. 

Чтобы получить некоторое сравнение между дискретными и непрерывны-
ми решениями, напомним, как выглядит непрерывное решение. Непрерывным 
аналогом дискретной краевой задачи является следующая задача: 

  ሺݑܣሻሺݔሻ 	ൌ 	0, ݔ ∈ ܴା௠,            (15) 
  Вuሺ́ݔ, 0ሻ ൌ 	gሺ́ݔሻ, ݔ́ ∈ ܴ௠ିଵ.         (16) 

Символ ܤ෨ௗሺߦሻ граничного оператора ܤௗ определим 
ሻߦ෨ௗሺܤ ≡ ሺݍ௛ܤ෨ሻሺߦሻ. 

Для простоты рассмотрим случай f ≡ 0. Тогда функции ݄, ݄ௗ, ,ݐ  равны		ௗݐ	
нулю. 

Лемма. Пусть граничный символ ܤ෨ሺߦሻ удовлетворяет условию 
ܿଵሺ1 ൅ ሻఉ|ߦ| ൑ หܤ෨ሺߦሻห ൑ ܿଶሺ1 ൅ ሻఉ, æ|ߦ| ൐ 1 ൅ β. 

Тогда будут следующие оценки ห ෨ܾௗ൫ߦሖ൯ െ b෨൫ߦሖ൯ห ൑ chæିଵିஒ. 
Доказательство. Проведем соответствующие оценки: 

หܾ൫ߦሖ൯ െ ܾௗ൫ߦሖ൯ห 	ൌ 	 ተ
න ,ᇱߦ෨ሺܤ ,ᇱߦሚାିଵሺܣ௠ሻߦ ௠ߦ௠ሻ݀ߦ െ

ାஶ

ିஶ

න ,ᇱߦ෨ሺܤ ሚୢ,ାܣ௠ሻߦ
ିଵ ሺߦᇱ, ௠ߦ௠ሻ݀ߦ

ା԰గ

ି԰గ

	ተ ൌ

ൌ 	 ቮቌ න ൅

ି԰గ

ିஶ

න

ାஶ

԰గ

ቍܤ෨ሺߦᇱ, ,ᇱߦሚାିଵሺܣ௠ሻߦ  .௠ቮߦ௠ሻ݀ߦ

Так как два интеграла имеют одинаковую оценку, то рассмотрим второй: 

න หܤ෨ሺߦᇱ, ,ሖߦାିଵ൫ܣ௠ሻߦ ௠൯หߦ ௠ߦ݀ ൑ ܿ න ൫	1 ൅ หߦሖห ൅ ௠|൯ߦ|
ఉିæ

ାஶ

԰గ

௠ߦ݀ ൌ

ାஶ

԰గ

ൌ 	
ܿ

æ െ 1 െ β
൫1 ൅ หߦሖห ൅ ԰ߨ൯

ଵିæ
൑ ݄ܿæିଵିஒ. 

Теорема 4. Пусть f ≡ 0 и g ∈ ௦ିஒିభܪ
మሺܴ௠ିଵሻ,  

inf|ܾሺߦᇱሻ| ൐ 0, ᇱߦ ∈ ܴ௠ିଵ, 	inf|ܾௗሺߦᇱሻ| ൐ 0, ᇱߦ ∈ ܶ௠ିଵ, ݄ ൐ 0. 
Тогда сравнение решений задач (3–4) и (15–16) дается следующей оценкой:  

ሻߦ෤ௗሺݑ| െ |ሻߦ෤ሺݑ ൑ chæିଵିஒ. 
Доказательство. Существование и единственность решений этих задач 

доказаны в [5] для непрерывного случая и в [10] – для дискретного. Поэтому нам 
нужно доказать оценку. Составляем разность 

ሻߦ෤ሺݑ െ ሻߦ෤ௗሺݑ 	ൌ 	 ܾିଵ൫ߦሖ൯ ෤݃൫ߦሖ൯ܣାିଵ൫ߦሖ, ௠൯ߦ െ ܾௗ
ିଵ൫ߦሖ൯݃ௗ෦൫ߦሖ൯ୢܣ,ା

ିଵ ൫ߦሖ, ௠൯ߦ 	ൌ		

ൌ ቀܾିଵ൫ߦሖ൯ െ ܾௗ
ିଵ൫ߦሖ൯ቁ ݃ௗ෦൫ߦሖ൯ୢܣ,ା

ିଵ ൫ߦሖ, ,௠൯ߦ ߦ ∈ ԰ܶ௠. 

Используя лемму 1 и ограниченность ෤݃, завершаем оценку. 
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crete equations and boundary value problems in a discrete half-space with step h. We introduce 
discrete Sobolev–Slobodetskii spaces in which the operators are bounded and study a solvability 
for equations with such operators. A solvability picture is determined by special index of peri-
odic factorization and for some cases there is non-uniqueness of a solution for the discrete pseu-
do-differential equation. To extract the unique solution one needs certain additional conditions. 
In this paper we consider one additional condition which is given first as the discrete Dirichlet 
condition and then as a trace of a general discrete pseudo-differential operator on a discrete hy-
per-plane. For both cases there are a comparison between discrete and continuous solutions at 
points of the discrete half-space. The nearness for discrete and continuous solution is estimated 
in dependence of step h. 
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