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Методом Монте-Карло проведено исследование фазовых переходов и термодина-

мических параметров трехмерной слабо разбавленной модели Поттса с числом состояний 
спина q = 5, также проведен гистограммный анализ данной системы. Построены темпера-
турные зависимости намагниченности m, восприимчивости χ, теплоемкости C, а также гра-
фики температурной зависимости кумулянтов Биндера UL(T) и VL(T). Исследования прове-
дены на основе кластерного алгоритма Вольфа метода Монте-Карло. Полученные на ос-
нове кумулянтов Биндера четвертого порядка и методом гистограммного анализа чис-
ленные данные свидетельствуют о том, что внесение незначительного беспорядка в виде 
немагнитных вмороженных примесей (p = 0,90) в трехмерной модели Поттса с q = 5 не 
приводят к смене фазового перехода первого рода на фазовый переход второго рода.  

 
Ключевые слова: примесь, модель Поттса, метод Монте-Карло, термодинами-

ческие параметры, критические явления. 
 
Вектор исследования фазовых переходов (ФП) и критических свойств маг-

нитных систем под воздействием беспорядка сместился в сторону применения 
вычислительных методов. Это обусловлено тем, что моделирование с использо-
ванием методов Монте-Карло (МК) позволяет изучать более реалистичные моде-
ли и учитывать усложняющие факторы, всегда присутствующие в реальных мате-
риалах [1–5]. Этому способствуют и серьезно возросшие вычислительные воз-
можности современных компьютеров, и множество новейших и мощных алго-
ритмов, специально разработанных для использования в этой области. Поэтому 
метод Монте-Карло с использованием современных алгоритмов зарекомендовал 
себя как мощный инструмент для систематического изучения магнитных систем, 
особенно при изучении фазовых переходов и магнитных явлений [1]. 

Одной из моделей, применяемых для описания реальных физических си-
стем, является модель Поттса. Очевидно, что решеточная структура данной моде-
ли изоморфна таким системам, как слоистый магнетик, аэрогели, пленки жидкого 
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гелия, сверхпроводящие пленки и т. д. [6]. Изучение этой модели в присутствии 
немагнитного беспорядка позволяет определить точные значения концентраций 
немагнитных примесей c, c = 1 – p, где p – концентрация спинов, при которых в 
рассматриваемой системе может происходить смена рода фазового перехода. 
Определение точных значений концентраций немагнитных примесей имеет боль-
шое значение при создании различных новых магнитных материалов, а также при 
изучении высокотемпературных сверхпроводников, образующихся при замеще-
нии небольшого количества магнитных атомов La немагнитными атомами строн-
ция Sr в антиферромагнитном диэлектрике LaCuO4 [7]. Кроме того, к настоящему 
времени остается открытым вопрос: наблюдаются ли фазовые переходы первого 
рода в присутствии беспорядка? Выяснение ответа на этот вопрос является глав-
ной целью данной работы. 

Рассматривается трехмерная слабо разбавленная модель Поттса с числом 
состояний спина q = 5. При построении такой модели необходимо иметь в виду 
следующие особенности: в узлах кубической решётки расположены спины Si, ко-
торые могут находиться в одном из q  2 состояний, и немагнитные примеси (ва-
кансии); немагнитные примеси распределены случайно и фиксированы (канони-
ческий способ) на различных узлах решетки (quenched disorder); энергия связи 
между двумя узлами равна нулю, если они находятся в разных состояниях (не 
важно, в каких именно) или же если хотя бы в одном узле находится немагнитный 
атом, и равна J , если взаимодействующие узлы находятся в одинаковых состоя-

ниях (все равно, в каких именно). С учетом этих особенностей микроскопический 
гамильтониан такой системы может быть представлен в виде [6] 
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Исследования проводились на основе высокоэффективного кластерного 
алгоритма Вольфа [8]. Методика реализации этого алгоритма приведена в работе 
[9]. Расчеты проводились для систем с периодическими граничными условиями 
при концентрациях спинов р = 1.00; 0.90. Исследовались системы с линейными 
размерами L  L  L = N, L = 10 ÷ 120. Начальные конфигурации задавались таким 
образом, чтобы все спины были упорядочены вдоль оси Z. Для вывода системы в 
равновесное состояние отсекался неравновесный участок длиной 0  для системы 

с линейными размерами L. Этот неравновесный участок отбрасывали. Затем 
усреднение проводилось по участку марковской цепи длиной 0160  . Для са-

мой большой системы L = 120, ߬଴ ൌ 2.3	 ൈ 	10ଷ	МК шагов/спин. Кроме того, про-
водилось усреднение по различным начальным конфигурациям. В случае p = 1.0 
для усреднения использовалось 10 начальных конфигураций. Для слабо разбав-
ленных систем с концентрацией спинов p = 0.90 осуществлялось конфигурацион-
ное усреднение по 2000 различным конфигурациям, причем для каждой примес-
ной конфигурации выполнялось усреднение по длине цепи 0200  . 
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Для наблюдения за температурным ходом теплоемкости C, восприимчиво-
сти χ и намагниченности mF нами использовались следующие соотношения [10; 
11]: 
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где K = J/kBT, Nmax = max{N1, N2, N3, N4, N5}Ni – число спинов в состоянии с  
q = i, N = pL3 – число магнитных узлов, угловые скобки означают термодинами-
ческое усреднение, квадратные скобки означают усреднение по примесным кон-
фигурациям. 

На рис. 1 и 2 представлены характерные зависимости восприимчивости χ и 
намагниченности mF для систем с разными линейными размерами L при концен-
трации спинов p = 1.0 и p = 0.9.  

Как видно из рис. 1, для восприимчивости χ от температуры T для всех ис-
следуемых нами однородных и слабо разбавленных систем, описываемых трех-
мерной моделью Поттса с q = 5, в точке фазового перехода проявляются «всплес-
ки», которые характерны для фазового перехода первого рода. Температурные 
зависимости намагниченности mF  при p = 1.0 и p = 0.9 испытывают скачок в об-
ласти фазового перехода (рис. 2).  
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При моделировании системы для определения температуры фазового пере-

хода Тl(p) часто используют метод кумулянтов Биндера четвертого порядка [12]: 
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Рис. 1. Температурная зависимость вос-
приимчивости χ для модели Поттса при 
p = 1.00 и p = 0.90

Рис. 2. Температурная зависимость 
намагниченности mF для модели 
Поттса при p = 1.00 и p = 0.90 
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где Е – энергия и mF – намагниченность системы с линейным размером L. Выра-
жения (5) и (6) позволяют определить Тl(p) с большой точностью в фазовых пере-
ходах первого и второго рода соответственно. Также данный метод хорошо заре-
комендовал себя и при определении рода ФП. Анализ численных данных с при-
менением этого метода представлен в работах [13–15]. 

Отличительная черта, характерная для ФП первого рода [10]: усредненная 
величина VL(T, p) стремится к некоторому нетривиальному значению *V  согласно 
выражению 

dbLVpTV  *),(      (7) 

при L  и )(LTT l , где *V  отлична от 2/3, что и продемонстрировано на 

рис. 3 и 4 соответственно для модели Поттса с q = 5 при концентрации спинов  
p = 1.0 и p = 0.9. Кроме того, при фазовых переходах первого рода минимальная 
величина ),( minmin, pTTU L   расходится  ),( minmin, pTTUL , при L . Анало-

гичное поведение наблюдалось при концентрации спинов p = 1.0. Ранее в работе 
[16] для трехмерной модели Поттса с числом состояний спина q = 3 нами было 
показано, что наличие слабого беспорядка в виде немагнитных примесей с кон-
центрацией с = 0,05 достаточно для смены фазового перехода первого рода на фа-
зовый переход второго рода. В то время как для случая q = 4 [17] такая смена рода 
фазового перехода в слабо разбавленном режиме не наблюдалась. По-видимому, 
вмороженный беспорядок сказывается на разных моделях по-разному.   
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Рис. 3. Температурная зависимость куму-
лянтов Биндера VL(T) для чистой неразбав-
ленной (p = 1.0) модели Поттса 
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Рис. 4. Температурная зависимость ку-
мулянтов Биндера VL(T) для слабо раз-
бавленной (p = 0.9) модели Поттса 

 
Кроме кумулянтов Биндера для анализа рода ФП нами использовался и ги-

стограммный анализ данных метода МК [18]. Гистограммный анализ данных, 
проведенный нами для трехмерной чистой модели Поттса с числом состояний 
спина q = 5, также свидетельствует о наличии ФП первого рода (рис. 5). 
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На рис. 6 представлена гистограмма распределения энергии вблизи точки 
фазового перехода Tl для слабо разбавленной системы с линейным размером  
L = 120. Как видно из рисунка, на зависимости вероятности P от энергии системы 
U для системы L = 120 наблюдается два хорошо выраженных максимума. Нали-
чие бимодальности в распределении энергии является важным признаком ФП 
первого рода. 

Исследованы фазовые переходы в трехмерной слабо разбавленной ферро-
магнитной модели Поттса с числом состояний спина q = 5 на простой кубической 
решетке. Полученные данные в результате наших исследований свидетельствуют 
о том, что в трехмерной ферромагнитной модели Поттса с q = 5 на простой куби-
ческой решетке наблюдается фазовый переход первого рода в соответствии с 
предсказаниями аналитических теорий [6] и внесение слабого беспорядка  
(p = 0.90) в виде вмороженных немагнитных примесей в рассматриваемую модель 
не приводит к подавлению фазового перехода первого рода. 
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Monte Carlo method was used to study phase transitions and thermodynamic parame-

ters of a three-dimensional weakly diluted Potts model with the number of spin states  
q = 5, and a histogram analysis of this system was also carried out. The temperature dependenc-
es of magnetization m, susceptibility χ, heat capacity C, as well as graphs of the temperature 
dependence of the Binder cumulants UL (T) and VL (T) are plotted. The research was carried out 
on the basis of the Wolf cluster algorithm of the Monte Carlo method. The numerical data ob-
tained on the basis of the fourth-order Binder cumulants and the method of histogram analysis 
indicate that the introduction of insignificant disorder in the form of nonmagnetic quenched-in 
impurities (p = 0.90) in the three-dimensional Potts model with q = 5 does not lead to a change 
in the first-order phase transition to a phase transition of the second kind. 
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