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Хорошо известны оценки отношения нормы производной многочлена заданной степени 
к норме самого многочлена, постоянной Маркова, в различных пространствах. Такие оценки, 
впервые полученные братьями Марковыми, были позже обобщены в разных направлениях. 
Оказалось, что значение постоянной Маркова не изменится, если в знаменателе названного от-
ношения взять не норму многочлена, а его максимальное по модулю значение в точках экстре-
мума многочлена Чебышёва. Примерно через сто лет после братьев Марковых А. Шадрин 
установил некоторые условия, при которых точки экстремума многочлена Чебышёва можно 
заменить на точки экстремума другого многочлена. Он обосновал гипотезу о том, что постоян-
ная Маркова не изменится, если многочлен Чебышёва заменить на любой многочлен, имеющий 
максимальное количество простых нулей на заданном интервале. Позже Боянов и Николов 
установили, что в рассматриваемой проблеме многочлены Чебышёва можно заменить на уль-
трасферические многочлены, что говорило в пользу справедливости гипотезы. Тем не менее, в 
настоящей статье нами установлено, что гипотеза А. Шадрина относительно неравенства Мар-
кова неверна.  
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Введение 
Через n  обозначаем множество всех алгебраических многочленов степени не 

выше, чем n ,   – равномерная на отрезке ]1,1[  норма: 
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называется постоянной Маркова; ௡ܶሺݔሻ ൌ cos	ሺ݊ܽݏ݋ܿܿݎሺݔሻሻ – многочлен Чебышева, 
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 cos , ni ...,,1,0  – все точки его экстремумов. 

Краткая история вопроса такова. В 1889 г. [1] А.А. Марков установил, что 
2

1, nM n  ; 

в 1892 г. [2] его брат В.А. Марков определил оценки knM ,  для любого k : 
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В работе [3] (1941 г.) доказано, что оценка производных  остается в силе, если 

  1ip  , ni ...,,1,0 . 

Сравнительно недавно (в 1992 г.) [4] А. Шадрин показал, что неравенство 

)12(...531

))1()...(1( 2222
)(





k

knnn
p k  

при условии 

  1ip  , ni ...,,1,0  

легко получается из результатов В.А. Маркова [2]. А. Шадрин рассматривает более об-
щую ситуацию, заменив )(xTn  на некоторый многочлен 

nq  , имеющий п различных 

корней на интервале )1,1( . Пусть 

1...1 110   nn tttt  

– все точки экстремума многочлена )(xq . Он доказал следующее: если np   и 

   ii tqtp  , 0,1, ...,i n , то для любого ]1,1[x  справедливо неравенство 
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Как следствие, отсюда получается неравенство Маркова и для nnk ,1 : 

)()( )( kk qxp  .    (2) 

Простой пример [4] показывает, что из оценки (1) для всех k  оценка (2) не по-
лучается. Тем не менее, он приводит ряд доводов в пользу гипотезы о том, что условие 

)()( ii tqtp  , ni ...,,1,0  

влечет неравенство 
)()( kk qp  . 

Очевидно, это так, когда )()( xTxq n . Вера в гипотезу укрепилась после работы 

[5] (1996 г.), в которой авторы доказали справедливость гипотезы, когда 

)()( ),( xPxq n
 , где )(),( xPn

  – ультрасферические многочлены [6]. Смежные во-

просы были разобраны в работах [7–10]. 
В данной статье строится многочлен )(xq , для которого гипотеза Шадрина не 

выполняется, 1k . 
 

1. Метод исследования и основной результат 

Для определенности будем считать п четным числом, 8n . 
Положим 
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где 0n , скажем, n
n

 2 . 

Следующие свойства )(xq  проверяются непосредственно: 
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т. е. если 10 t , 1nt , то it  – все точки экстремума многочлена. 
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Наконец, 1q . 

Фиксируем некоторое нечетное число 
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Определим многочлен np   по точкам it : 
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Далее, так как n  очень маленькое, то 
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Теорема доказана.  
 

Заключение 
Построив конкретный многочлен заданной степени, мы  установили, что гипоте-

за Шадрина об оценке производных алгебраических многочленов для 1k  неверна.  
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There are well known estimates for the ratio of the norm of the derivative of a polynomial of a 
given degree to the norm of the polynomial itself, the Markov constant, in various spaces. These esti-
mates, first obtained by the Markov brothers, were later generalized in different directions. It turns out 
that the value of the Markov constant does not change if in the denominator of the mentioned ratio one 
does not take the norm of the polynomial, but its maximum modulo value at the extremum points of 
the Chebyshev polynomial. About a hundred years after the Markov brothers, A. Shadrin established 
certain conditions under which the extremum points of a Chebyshev polynomial can be replaced by 
the extremum points of another polynomial. He substantiated the conjecture that the Markov constant 
did not change if the Chebyshev polynomial was replaced by any polynomial that has the maximum 
number of simple zeros on a given interval. Later Boyanov and Nikolov establish that in the problem 
under consideration, the Chebyshev polynomials can be replaced by ultraspherical polynomials, which 
speaks in favor of the validity of the hypothesis. Nevertheless, in this article we have established that 
A. Shadrin's conjecture regarding the Markov inequality is incorrect. 
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