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При описании математических моделей сильно неоднородных сред их локальные ха-

рактеристики обычно выражаются функциями вида ܽሺିߝଵݔሻ, где ߝ ൐ 0 – малый параметр, 

причем функция ܽሺݔሻ имеет упорядоченную структуру (она периодическая, почти периодиче-
ская, реализация однородного случайного поля и др.). Поэтому соответствующие математиче-
ские модели есть дифференциальные уравнения с быстро осциллирующими коэффициентами. 
Дифференциальные уравнения такого типа невозможно решить, даже используя современные 
суперкомпьютеры.  

В физике сильно неоднородные среды заменяют на так называемые эффективные сре-
ды, то есть на среды с постоянными физическими характеристиками. В математике замена 
сильно неоднородных сред на эффективные среды означает переход от дифференциального 
уравнения с быстро осциллирующими коэффициентами к уравнению с постоянными коэффи-
циентами, то есть к усредненному уравнению.  

В статье рассматриваются вопросы усреднения, а также вопросы, связанные с последу-
ющей оценкой погрешности усреднения задачи Римана–Гильберта для системы n-уравнений 
Бельтрами. Получены оценки погрешности усреднения задачи Римана–Гильберта для системы 
n-уравнений Бельтрами при минимальных требованиях на коэффициенты – они измеримые 
ограниченные периодические функции. 

 
Ключевые слова: уравнение Бельтрами, усреднение, G-сходимость. 
 

Введение 
Теория усреднения (раздел дифференциальных уравнений) бурно развивалась во 

второй половине прошлого столетия. Теория усреднения имеет многочисленные при-
ложения в различных разделах физики и механики сплошных сред. В работе [1]  
М.Ш. Бирмана и Т.А. Суслиной получены оценки погрешности усреднения (оператор-
ные оценки усреднения) дивергентных эллиптических уравнений. Впервые понятие 
«операторные оценки усреднения» использовал В.В. Жиков [2], а в работе [3] описаны 
операторные оценки усреднения для дивергентных операторов. В статье рассматрива-
ются оценки погрешности усреднения задачи Римана–Гильберта для системы  
n-уравнений Бельтрами. Вопросы, связанные с G-сходимостью уравнений Бельтрами, а 
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также вопросы усреднения рассматриваются в работах [4; 5; 6]. С помощью метода ин-
тегральных тождеств получены усредненные уравнения, причем этот метод не позволя-
ет оценить скорость сходимости решения задачи Римана–Гильберта к решению усред-
ненной задачи. Такие оценки получены асимптотическими методами. Получены оценки 
погрешности усреднения задачи Римана–Гильберта для системы n-уравнений Бельтра-
ми при минимальных требованиях на коэффициенты – они измеримые ограниченные 
периодические функции. 

Обозначения: Թ࢔ – n-мерное евклидово пространство; ܳ ⊂ ܴ௡	– ограниченная 

односвязная область с кусочно-гладкой границей; തܳ  – замыкание области ܳ;  

߲௭̅ ൌ 2ିଵሺࣞଵ ൅ ݅ࣞଶሻ, ௭߲ ൌ 2ିଵሺࣞଵ െ ݅ࣞଶሻ; ௝ࣞ ൌ
డ

డ௫ೕ
, ݆ ൌ 1,2; ݅ – мнимая едини-

ца; ܮଶሺܳ; ԧሻ – пространство Лебега комплекснозначных квадратично-суммируемых 

вектор-функций; ௣ܹ
௞ሺܳ; ԧሻ ሺ݇ ∈ Գ, 1 ൑ ݌ ൏ ∞ሻ – пространство Соболева ком-

плекснозначных функций; ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ – подпространство пространства ଶܹ

ଵሺܳ; ԧሻ, со-

стоящее из элементов с нулевым следом на границе; ᇝ, ᇝ୘ – квадрат со стороной, па-

раллельной оси координат (ячейка периодов); ܶ – длина стороны;  |ᇝ| ൌ Tଶ – площадь 

квадрата □. Функция периода ܶ по каждой переменной называется периодической; 〈ݑ〉 
– среднее значение периодической функции ݑ, то есть 

〈ݑ〉                                      ൌ |ᇝ|ିଵ ׬ ᇝݔሻ݀ݔሺݑ . 

;௣ሺᇝܮ ԧሻ, ௣ܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ, ݌ ൒ 1 – пространство Лебега и Соболева периодических функ-

ций, ଶܹ
ିଵሺᇝ; ԧሻ – сопряженное ଶܹ

ଵሺᇝ; ԧሻ пространство. Пространство, сопряженное 

с пространством ܮଶሺᇝ; ԧሻ, отождествляется с ܮଶሺᇝ; ԧሻ, что возможно в силу теоремы 
Рисса. 

⇀ – знак слабой сходимости в соответствующем пространстве. 

Как известно, если gሺݔሻ ሺݔ ∈ Թ௡ሻ – периодическая функция, g ∈ ;ଶሺᇝܮ ԧሻ, 
݌ ൒ 1, то тогда gሺିߝଵݔሻ ⇀ 〈g〉 в пространстве ܮ௣	୪୭ୡሺܳሻ при ߝ → 0, где ܳ – произ-

вольная ограниченная область пространства. 

଴ܹሺܳሻ – подпространство пространства ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ, элементы которого удовле-

творяют следующим соотношениям: 

                                Re	ݑ|డொ ൌ ׬  ,0 Im	ொ ݔ݀	ݑ ൌ 0. 

Уравнение и оператора той или иной соответствующей краевой задачи обозна-
чим одним и тем же символом. 

௝ݕ ൌ ݆ ,௝ݔଵିߝ ൌ 1,… , ݊ – «быстрые» переменные; ׏ ,׏௬ – градиент; ݕ в ин-

дексе означает, что производные берутся по переменным ݕଵ, … ,  .௡ݕ
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1. Формулировка результатов 
В пунктах 1.1, 1.2 собраны необходимые нам в дальнейшем известные результа-

ты по усреднению задачи Римана–Гильберта для системы n-уравнений Бельтрами. 
 

1.1. Задача Римана–Гильберта 
Рассмотрим следующую задачу Римана–Гильберта для системы n-уравнений 

Бельтрами: 

ቊ
ఌݑఌܣ ≡ ߲ఌതݑఌ ൅ ఌߤ ௭߲ݑఌ ൌ ݂ ∈ ;ଶሺܳܮ ԧሻ,

ఌݑ ∈ ଴ܹሺܳሻ ൌ ቄݑ ∈ ଶܹ
ଵሺܳሻ	|Re	ݑ|డொ ൌ 0, ׬ Im	ݑொ dx ൌ 0	ቅ

,        (1.1) 

где ߝ ൐ 0 – малый параметр, коэффициент ߤఌ ൌ   ,ሻݔଵିߝሺߤ

ሻݔሺߤ ൌ ൭
ሻݔଵଵሺߤ ⋯ ሻݔଵ௡ሺߤ
⋮ ⋱ ⋮

ሻݔ௡ଵሺߤ ⋯ ሻݔ௡௡ሺߤ
൱ – ограниченная измеримая периодическая квадрат-

ная матрица, удовлетворяющая условию эллиптичности: 
                vrai sup௫∈ொሺ‖ߤሺݔሻ‖ሻ ൑ ݇଴ ൏ 1,                                  (1.2) 

݇଴		– постоянная (константа эллиптичности); ݑ ൌ ൭
ଵݑ
⋮
௡ݑ
൱,  ݂ ൌ ൭

ଵ݂
⋮
௡݂

൱,  ‖ߤሺݔሻ‖ – нор-

ма матрицы ߤሺݔሻ, которая рассматривается как оператор умножения в ԧ௡. 
Имеет место следующая 
ТЕОРЕМА 1. Задача Римана–Гильберта (1.1) однозначно разрешима для любой 

правой части из ܮଶሺܳ; ԧሻ и любого ߝ ൐ 0, причем имеют место априорные оценки: 

        				ሺ1 െ ݇଴ሻ‖߲௭̅ݑ‖௅మሺொ;ԧሻ
ଶ ൑ Re׬ ொݑఌܣ ∙ ߲௭̅ݑതതതതത݀ݑ  ,ݔ ∈ ଴ܹሺܳሻ,                    

ሺ1 െ ݇଴ሻ‖߲௭̅ݑ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ௅మሺொ;ԧሻ‖ݑఌܣ‖ 	൑ ሺ1 ൅ ݇଴ሻ‖߲௭̅ݑ‖௅మሺொ;ԧሻ,   
ݑ ∈ ଴ܹሺܳሻ, 

где ܣఌݑ ∙ ߲௭̅ݑതതതതത – скалярное произведение в  ԧ௡. 
Теорема 1 доказывается аналогично случаю одного уравнения Бельтрами [4; 5; 

7], поэтому мы опускаем доказательство. 
Выражение 

ௐబሺொሻ‖ݑ‖                                          ൌ ‖߲௭̅ݑ‖௅మሺொ;ԧሻ,  ݑ ∈ ଴ܹሺܳሻ                         
задает норму [4; 5; 7] в подпространстве ଴ܹሺܳሻ, эквивалентную норме исходного под-

пространства ଶܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ, поэтому имеют место следующие оценки: 

                  сଵ‖ݑ‖ௐమ
భሺᇝ;ԧሻ ൑ ௅మሺொ;ԧሻ‖ݑఌܣ‖ 	൑ сଶ‖ݑ‖ௐమ

భሺᇝ;ԧሻ,                    (1.3) 

где сଵ, сଶ ൐ 0 – постоянные, зависящие только от константы эллиптичности ݇଴ и об-

ласти ܳ. 
 

1.2. G-сходимость 
Обозначим через ࣛሺ݇଴; ܳሻ множество систем операторов Бельтрами (1.1). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Последовательность операторов ሼܣ௞ሽ из класса ࣛሺ݇଴; ܳሻ 
называется G-сходящейся в области ܳ к оператору ܣఌ ∈ ࣛሺ݇଴; ܳሻ (обозначение 

௞ܣ
ீ
→ ௞ܣ ఌ), еслиܣ

ିଵ →  .ఌିଵܣ
Это определение ввиду оценок (1.3) и компактности вложения 	

ଶܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ ⊂ ;ଶሺܳܮ ԧሻ эквивалентно следующему: последовательность операторов 

ሼܣ௞ሽ из класса ࣛሺ݇଴, ܳሻ называется G-сходящейся в области  ܳ	 к оператору	
ఌܣ	 ∈ ࣛሺ݇଴; ܳሻ, если для любого ݂ ∈ ;ଶሺܳܮ ԧሻ последовательность ݑ௞ решений си-

стемы уравнений Бельтрами ܣ௞ݑ௞ ൌ ௞ݑ ,݂ ∈ ଴ܹሺܳሻ сходится в ܮଶሺܳ; ԧሻ к решению 

системы уравнений Бельтрами ܣఌݑఌ ൌ ఌݑ ,݂ ∈ ଴ܹሺܳሻ. G-предел определен един-
ственным образом. G-сходимость обладает свойством сходимости «произвольных» ре-

шений: пусть ܣ௞
ீ
→ ௞ݑ ,ఌܣ → ఌ в ଶܹݑ

ଵሺᇝ; ԧሻ, ௞݂ → ݂ в ܮଶሺܳ; ԧሻ, ܣ௞ݑ௞ ൌ ௞݂ , тогда 

ఌݑఌܣ ൌ ݂ [4]. 
 

1.3. Усреднение 
Рассмотрим задачу Римана–Гильберта для системы n-уравнений Бельтрами: 

																	ቊ
ఌݑఌܣ ≡ ߲௭̅ݑఌ ൅ ఌߤ ௭߲ݑఌ ൌ ݂ ∈ ;ଶሺܳܮ ԧሻ,

ఌݑ ∈ ଴ܹሺܳሻ ൌ ቄݑ ∈ ଶܹ
ଵሺܳሻ	|Re	ݑ|డொ ൌ 0, ׬ Im	ݑொ dx ൌ 0	ቅ ,

             

(1.4) 

где ߝ ൐ 0 – малый параметр, коэффициент ߤఌ ൌ   ,ሻݔଵିߝሺߤ

ሻݔሺߤ ൌ ൭
ሻݔଵଵሺߤ ⋯ ሻݔଵ௡ሺߤ
⋮ ⋱ ⋮

ሻݔ௡ଵሺߤ ⋯ ሻݔ௡௡ሺߤ
൱ – ограниченная измеримая периодическая квадрат-

ная матрица, которая удовлетворяет условию эллиптичности (1.2). 

Заметим, что оператор ܣఌ принадлежит классу ࣛሺ݇଴; ܳሻ. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Скажем, что семейство операторов ሼܣఌሽ  допускает усредне-

ние, если для любой правой части ݂ семейство решений ݑఌ задачи (1.1) сходится в ܮଶ 

при ߝ → 0 к решению аналогичной задачи с постоянной матрицей коэффициентов.  

Большую роль в вопросах усреднения играет ядро оператора ࣛ∗, сопряженного 
с оператором следующей периодической задачи: 

ݑࣛ          ≡ ߲௭̅ݑ ൅ ߤ ௭߲ݑ ൌ ݂ ∈ ;ଶሺᇝܮ ԧሻ,   ݑ ∈ ଶܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ.                (1.5) 

Далее будут сформулированы результаты по периодической задаче. 
ТЕОРЕМА 2. Справедливы следующие утверждения: 
 Для периодической задачи (1.5) имеет место «неравенство острого угла» 

ሺ1 െ ݇଴ሻ〈|߲௭̅ݑ|ଶ〉 ൑ Re〈ࣛݑ ∙ ߲௭̅ݑതതതതത〉,  ݑ ∈ ଶܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ.                       (1.6) 

 Периодическая задача (1.5) является фредгольмовой. 

 Сопряженный оператор ࣛ∗: ;ଶሺᇝܮ ԧሻ → ଶܹ
ିଵሺᇝ; ԧሻ определяется следу-

ющей формулой: 
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െࣛ∗ࣦ ൌ ௭߲ࣦ ൅ ߲௭̅ሺߤ∗ࣦሻ,   ࣦ ∈ ;ଶሺᇝܮ ԧሻ,       ࣦ ൌ ൭
݈ଵ
⋮
݈௡
൱,                (1.7) 

где производные понимаются в смысле распределений, ߤ∗– сопряженная µ матрица, 
то есть матрица, полученная из µ транспонированием и переходом к комплексно-
сопряженным элементам. 

 Ядра Ker	ࣛ∗, Ker	ࣛ ൌ ԧ௡ – n-мерные подпространства соответствую-
щих пространств, причем один из базисов  

                                    ଵ࣪ ൌ ൭
ଵଵ݌
⋮
ଵ௡݌

൱ ,… . , ௡࣪ ൌ ൭
௡ଵ݌
⋮
௡௡݌

൱ 

ядра Ker	ࣛ∗ обладает следующим свойством: пусть 

࣪ ൌ ൭
ଵଵ݌ ⋯ ଵ௡݌
⋮ ⋱ ⋮
௡ଵ݌ ⋯ ௡௡݌

൱ 

 матрица со столбцами ଵ࣪, … , ௡࣪, тогда ее среднее значение есть единичная матри-

ца 〈࣪〉 ൌ ൭
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

൱. 

За исключением утверждений о фредгольмовости и о ядре	Ker	ࣛ ൌ ԧ௡ доказа-
тельство этой теоремы приводится в работе [8]. Из неравенства острого угла (1.6) выте-

кает утверждение о ядре Ker	ࣛ. Действительно, пусть ݑ ∈ ଶܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ – решение од-

нородной периодической задачи ݑܣ ൌ 0. Тогда из неравенства острого угла (1.6) сле-

дует, что ߲௭̅ݑ ൌ 0. В силу свойства регулярности решений оператора Коши–Римана 

отсюда следует, что ݑ – обычная аналитическая вектор-функция. Так как она еще и пе-

риодическая, то согласно известной теореме Лиувилля	ݑ ൌ const ∈ ԧ௡. Отсюда сле-

дует фредгольмовость, так как dimKer	ࣛ∗ ൌ dim	Ker	ࣛ ൌ ݊. Доказательство ра-

венства dimKer	ࣛ∗ ൌ 2 дано в [8]. Аналогично доказывается равенство 

dimKer	ࣛ∗ ൌ ݊. 
Справедлива следующая 
ТЕОРЕМА 3 (об усреднении). Для семейства операторов (1.4), 

ఌܣ  ൌ ߲௭̅ ൅ ఌߤ ௭߲ имеет место усреднение, причем коэффициент усредненного опе-

ратора  ܣ଴ ൌ ߲௭̅ ൅ ଴ߤ ௭߲ есть постоянная матрица, определенная следующим равен-
ством: 

଴ߤ                   ൌ 〈 ത࣪ߤ〉 ൌ 〈൭
ଵଵതതതത݌ ⋯ ଵ௡തതതതത݌
⋮ ⋱ ⋮
௡ଵതതതതത݌ ⋯ ௡௡തതതതത݌

൱൭
ଵଵߤ ⋯ ଵ௡ߤ
⋮ ⋱ ⋮
௡ଵߤ ⋯ ௡௡ߤ

൱〉,               (1.8) 

где ൭
ଵଵ݌
⋮
ଵ௡݌

൱ ൌ ଵ࣪,…, ൭
௡ଵ݌
⋮
௡௡݌

൱ ൌ ௡࣪ – базисные векторы ядра ࣛ∗из теоремы 2. 
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1.4. Задача на ячейке 
При усреднении системы уравнений Бельтрами используют асимптотические 

методы. Для применения этих методов нам потребуются периодические решения сле-
дующей задачи на ячейке: 

    							ቊ
ࣛܰ ≡ ߲௭̅ܰ ൅ ߤ ௭߲ܰ ൌ 2ିଵ൫ߤ଴ െ ,ሻ൯ݔሺߤ

ܰ ∈ ଶܹ
ଵሺᇝሻ,

																				               (1.9) 

где ߤ଴ – матрица коэффициентов усредненной системы (1.8). 
ТЕОРЕМА 4 (о задаче на ячейке). Периодическая задача (1.9) разрешима, и ре-

шения ее представляются в виде ܰ ൅ ܿ, где ܿ ∈ ԧ௡ൈ௡ – произвольная квадратная 
матрица порядка n  с постоянными элементами, а N – квадратная матрица порядка n, 
среднее значение которой равно нулю.                                          

Кроме того, найдется показатель повышенной суммируемости ݌ ൐ 2, завися-

щий только от константы эллиптичности ݇଴, такой, что матрица-функция N при-

надлежит пространству  ௣ܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ, и для ее элементов ௟ܰ௝ имеют место неравен-

ства 

  ฮ ௟ܰ௝ฮ௅ಮሺᇝሻ
൑ ܿ,     ฮ ௟ܰ௝ฮௐ೛ሺᇝ;ԧሻ

భ ൑ ܿ,   l, j=1,…,n,                   (1.10) 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависимая только от константы эллиптичности ݇଴. 
По теореме 2, чтобы периодическая задача (1.9) была разрешима, необходимо и 

достаточно, чтобы матрица 2ିଵ൫ߤ଴ െ  ሻ൯ была ортогональна базисным элементамݔሺߤ

ଵ࣪, … , ௡࣪	ядра  Ker	ࣛ∗. Проверим это. Согласно (1.7), (1.8) мы имеем 2ିଵ〈 ത࣪൫ߤ଴ െ
〈ሻ൯ݔሺߤ ൌ 2ିଵሺߤ଴ െ 〈 ത࣪ݑ〉ሻ ൌ 2ିଵሺ〈 ത࣪ݑ〉 െ 〈 ത࣪ݑ〉ሻ ൌ 0. Отсюда следует, что перио-

дическая задача (1.9) разрешима. Если ෩ܰ – решение задачи (1.9), то и ܰ ൌ ෩ܰ ൅ ܿ, где 
c – постоянная матрица, также является решением задачи (1.9). Поэтому матрицу c 

подбирают таким образом, чтобы среднее значение ܰ было равно 0. 
Утверждения, которые касаются показателя повышенной суммируемости, при-

водятся в работе [8]. Теорема 4 доказана. 
 

1.5. Оценки усреднения 

Пусть в задаче (1.4) правая часть ݂ ∈ ଶܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ, а ݑఌ является решением си-

стемы уравнений Бельтрами (1.4).  Как отмечалось в пункте 1.1, задача Римана–
Гильберта (1.4) для системы уравнений Бельтрами однозначно разрешима. В качестве 
первого приближения к решению задачи (1.4) возьмем вектор-функцию 

ଵݑ               
ఌሺݔሻ ൌ ሻݔ଴ሺݑ ൅ ሻݕሺܰߝ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ,                                      (1.11) 

где ݑ଴ ൌ ቌ
ଵݑ
଴

⋮
௡଴ݑ
ቍ – решение задачи Римана–Гильберта для усредненной системы 

଴ݑ଴ܣ ൌ ଴ݑ ,݂ ∈ ଴ܹሺܳሻ; матрица ܰሺݕሻ – периодическое решение задачи на ячейке 

(см. теорему 4); ݕ ൌ   ሻ. При этом справедливо соотношениеݔଵሺିߝ
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ଵݑఌܣ                           
ఌ ൌ ݂ ൅  ఌ,                                                  (1.12)ݎߝ

где ݎఌ ൌ ܰሺݕሻሺ߲௭̅௭
ଶ ሻݔ଴ሺݑ ൅ ሻݕሺߤ ௭߲௭

ଶ ݕ ;ሻሻݔ଴ሺݑ ൌ  .ݔଵିߝ
Имеет место следующая  
ЛЕММА 1. 

 Усредненный оператор ܣ଴ принадлежит классу ࣛሺ݇଴; ܳሻ. 
 Пусть правая часть ݂ системы уравнений Бельтрами (1.4) принадлежит 

пространству ଶܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ и область ܳ имеет гладкую (класса ܥଶ) границу, тогда ре-

шение усредненной задачи ܣ଴ݑ଴ ൌ ଴ݑ ,݂ ∈ ଴ܹሺܳሻ принадлежит пространству 

଴ܹሺܳሻ ∩ ଶܹ
ଶሺܳ; ԧሻ, первое приближение ݑଵ

ఌ принадлежит 

ଶܹ
ଵሺᇝ; ԧሻ	 

и ݎఌ ∈ ;ଶሺܳܮ ԧሻ. 
Сформулируем основное утверждение работы. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть правая часть ݂ системы уравнений Бельтрами (1.4) при-

надлежит пространству ଶܹ
ଵሺܳ; 	ԧሻ, ܳ – односвязная область с гладкой (класса ܥଶ) 

границей, тогда имеют место оценки 

ఌݑ‖ െ ଵݑ
ఌ‖௅మሺொ;	ԧሻ ൑ ௐమ‖݂‖ߝ√ܿ

భሺொ;ԧሻ, ‖ݑఌ െ ԧሻ	଴‖௅మሺொ;ݑ ൑ ௐమ‖݂‖ߝ√ܿ
భሺொ;	ԧሻ,  (1.13) 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от постоянной эллиптичности ݇଴ и обла-

сти ܳ. 
Доказательство формулы (1.13) и теоремы 5 см. в п. 3. 
 

2. Доказательство леммы 1 
 

2.1. О некоторых оценках 
Справедлива следующая 

ЛЕММА 2. Пусть ݑ଴ – произвольная функция из пространства 

ଶܹ
ଶሺܳ; ԧሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ, а ݂ ൌ  :଴. Тогда справедливы следующие соотношенияݑ଴ܣ

           
ଵݑఌܣ‖

ఌ െ ଴‖௅మሺொ;ԧሻݑ଴ܣ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝܿ
మሺொ;ԧሻ,

ଵݑఌܣ‖
ఌ െ ఌ‖௅మሺொ;ԧሻݑఌܣ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝܿ

మሺொ;ԧሻ,
                               (2.1) 

ଵݑ‖
ఌ െ ଴‖௅మሺொ;ԧሻݑ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝܿ

మሺொ;ԧሻ, ݑଵ
ఌ → ଴ в ଶܹݑ

ଵሺܳ; ԧሻ при ߝ → 0,     (2.2) 

где ܿ ൌ ܿሺ݇଴ሻ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от постоянной эллиптичности 

݇଴; ݑఌ – решение задачи Римана–Гильберта для системы уравнений Бельтрами 

ఌݑఌܣ ൌ ఌݑ ,݂ ∈ ଴ܹሺܳሻ. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду (1.12) имеем 

ଵݑఌሺܣ
ఌ െ ఌሻݑ ൌ ఌݎߝ ,                                                   (2.3) 

где ݎఌ ൌ ܰሺݕሻቀ߲௭̅௭
ଶ ሻݔ଴ሺݑ ൅ ሻݕሺߤ ௭߲௭

ଶ  .ሻቁݔ଴ሺݑ
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По теореме 4 матрица ܰሺݕሻ ограничена постоянной, зависящей только от кон-

станты эллиптичности ݇଴, поэтому ݎఌ принадлежит пространству ܮଶሺܳ; ԧሻ. Отсюда и 

из (1.12), (2.3) с учетом ܣఌݑఌ ൌ ݂ ൌ  .଴ получим оба неравенства (2.1)ݑ଴ܣ
Докажем второе соотношение из (2.2). Первое следует из (1.11), из (1.11) выте-

кает:  

ଵݑ׏
ఌ ൌ ଴ݑ׏ ൅ ௬ܰ׏ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ ൅ ׏ሻݕሺܰߝ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ ൌ 

ൌ ଴ݑ׏ ൅ ሺ׏௬N ൅ εNሺyሻሻ׏ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ. 
Отсюда и из (1.11), учитывая свойство среднего значения ሺܰ׏ሺିߝଵݔሻ ⇀

〈ܰ׏〉	 ൌ 0	 в ܮଶሺܳ; ԧሻ при ߝ → 0), получим ݑଵ
ఌ ⇀ ଴ в ଶܹݑ	

ଵሺܳ; ԧሻ. Лемма 2 доказа-
на. 

 
2.2. Доказательство леммы 1 

Покажем, что оператор ܣ଴ ൌ ߲௭̅ ൅ ଴ߤ ௭߲ принадлежит классу ࣛሺ݇଴; ܳሻ. Пусть 
 ఌሽ (напомним, что классܣመ является произвольной, предельной точкой семейства ሼܣ

ࣛሺ݇଴; ܳሻ является компактным и семейство ሼܣఌሽ – подмножество ࣛሺ݇଴; ܳሻ), т. е.  

ఌೖܣ                  
ீ
௞ߝ  መ в области ܳ приܣ→ → 0,                           (2.4) 

где ሼߝ௞ሽ ⊂ ሼߝሽ. Пусть ݑ଴ ∈ ଶሺܥ തܳሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ, ݂ ൌ -଴. Тогда отсюда из (2.3) лемݑ଴ܣ

мы 2 и ܣఌݑఌ ൌ ݂ ൌ  :଴ имеемݑ଴ܣ

ଵݑఌೖܣ                                
ఌೖ ൌ ݂ ൅ ఌೖߙ ,                                        (2.5) 

ఌೖߙ ൌ ;ଶሺܳܮ ௞ሻ вߝሺ݋ ԧሻ при ߝ௞ → 0. Ввиду (2.2) мы получим  

ଵݑ         
ఌೖ → ଴ в ଶܹݑ

ଵሺܳ; ԧሻ при  ߝ௞ → 0. 
Из (2.4) и (2.5) с учетом свойства сходимости произвольных решений (см. п. 1.2) 

получим ܣመݑ଴ ൌ ݂. Поэтому имеем ܣ଴ݑ଴ ൌ  ଴ для любой вектор-функцииݑመܣ

଴ݑ ∈ ଶሺܥ തܳሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ. Следовательно, ܣ଴ ൌ መܣ ∈ ࣛሺ݇଴; ܳሻ ввиду всюду плотности 

множества ܥଶሺ തܳሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ в ଴ܹሺܳሻ. 
Итак, оператор ܣ଴ является эллиптическим из класса ࣛሺ݇଴; ܳሻ. Пусть 

଴ݑ଴ܣ – решение системы уравнений Бельтрами	଴ݑ  ൌ ݂ ∈ ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ, ݑ ∈ ଴ܹሺܳሻ. С 

учетом свойств регулярности решений эллиптических задач [9] ݑ଴ принадлежит про-

странству ଶܹ
ଶሺܳ; ԧሻ. Остальные утверждения вытекают аналогично лемме 2. Лемма 1 

доказана. 
 

3. Доказательство теоремы 5 
В доказательстве теоремы 5 потребуется оценка интеграла по приграничной по-

лосе области ܳ, которую будем обозначать через ܳఌ, где ߝ – ширина полосы. 
Приведем данную оценку. 

Пусть граница ߲ܳ области ܳ принадлежит классу ܥଵ. Тогда ∀	ݑ ∈ ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ 

для достаточно малых ߝ с любым показателем ݍ ൐ 1 имеет место оценка:  
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௅೜ሺொഄ;ԧሻ‖ݑ‖           ൑ ߝ√ܿ
೜
ௐమ‖ݑ‖

భሺொ;ԧሻ,                                (3.1) 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, не зависимая от ߝ и ݑ. 

Действительно, для следа функции из пространства ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ на гладкой (клас-

са ܥଵ) кривой Г имеет место оценка  

ሻ	Г	௅೜ሺ‖ݑ‖       ൑ ܿሺ	Г	ሻ‖ݑ‖ௐమ
భሺொ;ԧሻ, 

где ܿሺГሻ ൐ 0 – норма оператора вложения ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ ⊂  ሻ с любым показателем	Г	௤ሺܮ

ݍ ൐ 1, при этом нормы операторов вложения при малых гладких деформациях гладкой 
кривой Г равномерно ограничены [10, гл. 2, § 2]. Отсюда легко следует оценка (3.1). 

Отметим, что при ݍ ൌ 2 оценку (3.1) можно найти в [11, гл. 1, § 1]. 
Теперь приступим к доказательству оценки разности между точным решением 

ଵݑ ఌ задачи Римана–Гильберта (1.4) и первым приближением (1.11)ݑ
ఌ. 

Пусть ݑ଴ является решением усредненной задачи Римана–Гильберта для усред-

ненного уравнения из теоремы 3 и пусть ݑ଴ принадлежит пространству 

ଶܹ
ଶሺܳ; ԧሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ. Достаточно рассмотреть правую часть	݂ задачи Римана–

Гильберта из пространства ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ, для того чтобы обеспечить такую гладкость 	

 .଴ [9]ݑ

Первое приближение (1.11) ݑଵ
ఌ не принадлежит пространству ଴ܹሺܳሻ. Из-за это-

го возникают определенные затруднения при оценке разности ݑఌ െ ଵݑ
ఌ. Для того чтобы 

избежать такие затруднения, рассмотрим семейство функций 

ሻݔఌሺߠ                   ൌ ߱൫ିߝଵߩሺݔ, ߲ܳሻ൯,                                        (3.2) 

где ߩሺݔ, ߲ܳሻ – расстояние от ݔ до ߲ܳ, 

                                                ߱ሺݐሻ ൌ ቄ
,ݐ если	0 ൑ ݐ ൑ 1,
1, если	ݐ ൐ 1.  

Очевидно, что семейство функций ߠఌሺݔሻ обладает следующими свойствами: 

1°. 0 ൑ ሻݔఌሺߠ ൑ ఌߠ ;1 ൌ 1 вне ߝ – окрестности границы области ܳ; 

2°. |ఌߠ׏|ߝ ൑ ܿ в ܳ, причем константа ܿ не зависит от ߝ; 

ఌߠ .3° ൌ 0 на границе области ܳ. 
Подправим первое приближение формулой 

     इଵ
ఌሺݔሻ ൌ ሻݔ଴ሺݑ ൅ ሻݕሻ൫ܰሺݔఌሺߠߝ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ൯ െ  ଵܿఌ,           (3.3)ି|ܳ|ߝ݅

где |ܳ| – площадь области ܳ; ܰ – периодическое решение из теоремы 4; ܿఌ ∈ Թ – 
действительное число, определенное формулой 

      ܿఌ ൌ ׬ Imሺߠఌሺݔሻܰሺݕሻ ௭߲ݑ଴ሺݔሻሻ݀ݔொ . 

Очевидно, что семейство ܿఌ  равномерно ограничено по ߝ, и ввиду (1.10) имеем  

           |ܿఌ| ൑ ଴‖ௐమݑ‖ܿ
మሺொ;ԧሻ,                                                       (3.3

ᇱ) 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависящая только от постоянной эллиптичности ݇଴. 
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Так как ݑ଴ ∈ ଶܹ
ଶሺܳ; ԧሻ ∩ ଴ܹሺܳሻ, согласно (3.3) и свойству 3° семейства 

(3.2), получим इଵ
ఌሺݔሻ ∈ ଴ܹሺܳሻ. 

Подправленное первое приближение (3.3) можно представить в следующем ви-
де: 

                   इଵ
ఌሺݔሻ ൌ ଵݑ

ఌሺݔሻ െ ൫1ߝ െ ሻݕሻ൯ܰሺݔఌሺߠ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ െ  .ଵܿఌି|ܳ|ߝ݅
Оценим разность 

ଵݑ
ఌሺݔሻ െइଵ

ఌሺݔሻ ൌ ൫1ߝ െ ሻݕሻ൯ܰሺݔఌሺߠ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ ൅  ଵܿఌ.      (3.4)ି|ܳ|ߝ݅
Имеем 

ଵݑ൫׏
ఌሺݔሻ െइଵ

ఌሺݔሻ൯ ൌ
െߠ׏ߝఌሺݔሻܰሺݕሻ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ ൅ ൫1ߝ െ ሻݕ௬ܰሺ׏ሻ൯ݔఌሺߠ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ ൅

																													൅ߝ൫1 െ ሻݕሻ൯ܰሺݔఌሺߠ ௭߲ݑ଴ሺݔሻ ≡ िଵ
ఌ ൅ िଶ

ఌ ൅ िଷ
ఌ .                    (3.4ᇱሻ 

Согласно свойству 1° функции ߠఌ каждое слагаемое правой части ሺ3.4ᇱሻ равно 

нулю вне ߝ – окрестности границы. 

Здесь каждое слагаемое справа, согласно свойству 1° функции ߠఌ, равно нулю 

вне ߝ – окрестности границы. Учитывая свойство 2° функции ߠఌ с учетом (3.1), легко 
получим  

‖िଵ
ఌ‖௅మሺொ;	ԧሻ ൑ ܿ ቀ׬ | ௭߲ݑ଴ሺݔሻ|ଶொഄ

ቁݔ݀
భ
మ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝ√ܿ

మሺொ;ԧሻ,             (3.5) 

‖िଷ
ఌ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝܿ

మሺொ;ԧሻ,                          (3.6) 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, не зависимая от ߝ и ݑ଴. 

Теперь оценим ‖िଶ
ఌ‖௅మሺொ;ԧሻ. Согласно (3.3), (1.10) и неравенству Гельдера с по-

казателями 
௣

ଶ
, 

௣

௣ିଶ
, где ݌ ൐ 2 есть показатель повышенной суммируемости, имеем 

        ‖िଶ
ఌ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ 2∑ ቀ׬ ห׏௬ܰሺݕሻห

ଶ
| ௭߲ݑ଴|ଶ݀ݔொഄ

ቁ
భ
మ ൑ଶ

௝ୀଵ              

     ൑ 2∑ ቀ׬ ห׏௬ܰሺݕሻห
௣
ொഄݔ݀
ቁ
భ
೛ ൬׬ | ௭߲ݑ଴|

మ೛
೛షమ݀ݔொഄ

൰

೛షమ
మ೛ଶ

௝ୀଵ .           (3.7) 

Ввиду гладкости границы ߲ܳ ее можно покрыть кругами радиуса 2ܶߝ с цен-

трами на границе ߲ܳ таким образом, чтобы эти круги накрыли замыкание граничной 

полосы ܳఌതതത и чтобы длины дуг между центрами соседних кругов были равными ܶߝ 

(кроме одной возможной, длина которой меньше	ܶߝ). Погрузим далее каждый круг в 

квадрат со сторонами, параллельными осям координат, и длинами сторон 4ܶߝ. В ре-

зультате получим покрытие приграничной полосы ܳఌ квадратами ᇝସఌ் в количестве, 

равном целой части ቂ
௅

்ఌ
ቃ, где ܮ есть длина границы ߲ܳ. Это эквивалентно покрытию 

ܳఌതതത квадратами ᇝఌ் в количестве 16 ቂ
௅

்ఌ
ቃ. С учетом периодичности ܰ и приведенной 

процедуры покрытия имеем 
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ቀ׬ ห׏୷ܰሺݕሻห
௣
ொഄݔ݀
ቁ ൑ 16 ቂ

௅

்ఌ
ቃ ׬ ห׏୷ܰሺݕሻห

௣
ᇝഄ೅ݔ݀

ൌ 16 ቂ
௅

்ఌ
ቃ ଶߝ ׬ ห׏୷ܰሺݕሻห

௣
ᇝݕ݀ ൑

16 ቀ
௅

்
൅ 1ቁ ௅೛ሺᇝሻ‖ܰ׏‖ߝ

௣
ݕ  , ൌ  .ݔଵିߝ

Отсюда и из (1.10) получим  

           ቀ׬ ห׏୷ܰሺݕሻห
௣
ொഄݔ݀
ቁ
భ
೛ ൑ ߝܿ

భ
೛,                                             (3.8) 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, зависимая от ݇଴, ܶ и ߲ܳ. 

Второй интеграл справа (в 3.7) оценим, используя (3.1), где ݍ ൌ
ଶ௣

௣ିଶ
ݑ , ൌ ௭߲ݑ଴. 

Имеем 

               ൬׬ | ௭߲ݑ଴|
మ೛
೛షమ݀ݔொഄ

൰

೛షమ
మ೛

൑ ߝܿ
೛షమ
మ೛ ଴‖ௐమݑ‖

మሺொ;ԧሻ.                            (3.9) 

Из (3.9), (3.8) и (3.7) вытекает 

     ‖िଶ
ఌ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝ√ܿ

మሺொ;ԧሻ,                                             (3.10) 

где ܿ ൐ 0 – постоянная, не зависящая от ߝ и ݑ଴. 

Из оценок (3.5), (3.6), (3.10) ввиду (3.4ᇱ) следует: 
   ฮ׏൫ݑଵ

ఌሺݔሻ െइଵ
ఌሺݔሻ൯ฮ

௅మሺொ;ԧሻ
൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝ√ܿ

మሺொ;ԧሻ,      (3.11) 

где  ܿ ൐ 0 – постоянная, не зависящая от ߝ и ݑ଴. Кроме того, из (3.4), свойства 1° 
функции ߠఌ и (3.3ᇱ) следует оценка: 

ଵݑ‖          
ఌሺݔሻ െइଵ

ఌሺݔሻ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝܿ
మሺொ;ԧሻ.                              (3.12) 

Из оценок (3.11), (3.12) мы имеем: 

ଵݑ‖   
ఌሺݔሻ െइଵ

ఌሺݔሻ‖ௐమ
భሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝ√ܿ

మሺொ;ԧሻ,                         (3.13) 

где  ܿ ൐ 0 – постоянная, не зависящая от ߝ и ݑ଴. 

Теперь найдем ܮଶ-оценку ఌ݂ ≔ ఌݑఌሺܣ െइଵ
ఌሻ. Согласно (1.12) имеем 

ఌ݂ ൌ ఌݑఌሺܣ െ ଵݑ
ఌሻ ൅ ଵݑఌሺܣ

ఌ െइଵ
ఌሻ 	ൌ

ൌ െݎߝఌ ൅ ߲௭̅ሺݑଵ
ఌ െइଵ

ఌሻ ൅ ሻݕሺߤ ௭߲ሺݑଵ
ఌ െइଵ

ఌሻ. 
Отсюда и из ܮଶ-оценок производных (3.11), учитывая (1.3), (2.1), получим оценку 

‖ ఌ݂‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ ఌݑఌሺܣ‖ െ ଵݑ
ఌሻ‖௅మሺொ;ԧሻ ൅ ଵݑఌሺܣ‖

ఌ െइଵ
ఌሻ‖௅మሺொ;ԧሻ ൑ 

              ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝ√ܿ
మሺொ;ԧሻ                                                       (3.14) 

с постоянной ܿ ൐ 0, не зависящей от  ߝ и ݑ଴. 

Заметим, что разность ݑఌ െइଵ
ఌ является решением задачи Римана–Гильберта: 

߲௭̅ݑ ൅ ሻݔଵିߝሺߤ ௭߲ݑ ൌ ఌ݂ ݑ , ∈ ଴ܹሺܳሻ, и оно принадлежит пространству ଴ܹሺܳሻ. По-
этому из оценок (3.14), (1.3) получим  

ఌݑ‖ െइଵ
ఌ‖ௐమ

భሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝ√ܿ
మሺொ;ԧሻ.                   (3.15) 

Из оценок (3.13), (3.15) вытекает оценка разности между точным решением и первым 

приближением ݑఌ െ ଵݑ
ఌ: 
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ఌݑ‖      െ ଵݑ
ఌ‖ௐమ

భሺொ;ԧሻ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝ√ܿ
మሺொ;ԧሻ                                (3.16) 

с постоянной ܿ ൐ 0, не зависящей от ߝ и ݑ଴. Отсюда и из оценки (3.13), и из леммы 2 
получим следующую оценку: 

ఌݑ‖               െ ଴‖௅మሺொ;ԧሻݑ ൑ ଴‖ௐమݑ‖ߝ√ܿ
మሺொ;ԧሻ                             (3.17) 

с постоянной ܿ ൐ 0, не зависящей от ߝ. Так как ݑ଴ – решение усредненной эллиптиче-
ской задачи с постоянными коэффициентами, согласно эллиптическим оценкам [10], 
получим   

଴‖ௐమݑ‖
మሺொ;ԧሻ ൑ ܿ‖݂‖ௐమ

భሺொ;ԧሻ 

с постоянной ܿ ൐ 0, не зависящей от ݂ ∈ ଶܹ
ଵሺܳ; ԧሻ. Таким образом, с учетом (3.16), 

(3.17) получим (1.13). Теорема 5 доказана. 
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When describing mathematical models of highly non-homogeneous medium, their local char-

acteristics are usually expressed by functions of the form ܽሺିߝଵݔሻ, where ߝ ൐ 0 is a small parame-

ter, and the function ܽሺݔሻ has an ordered structure (it is periodic, almost periodic, the implementation 
of a homogeneous random field, etc.). Therefore, the corresponding mathematical models are differen-
tial equations with rapidly oscillating coefficients. Differential equations of this type cannot be solved 
even using modern supercomputers. In physics, highly non-homogeneous medium are replaced by so-
called effective media, that is, media with constant physical characteristics. In mathematics, replace-
ment highly non-homogeneous medium with effective media means the transition from the differential 
equation with rapidly oscillating coefficients to the equation with constant coefficients, that is, to the 
homogenized equation. The article deals with the issues of homogenization, as well as issues related to 
the subsequent estimation of the error of homogenization the Riemann–Hilbert problem for a system 
of n-Beltrami equations. Estimates of the error of homogenization the Riemann–Hilbert problem for a 
system of n Beltrami equations are obtained with minimal requirements for coefficients – they are 
measurable bounded periodic functions. 
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