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В последнее время при описании различных математических моделей физических про-

цессов широко используется дробно-дифференциальное исчисление. В связи с этим большое 
внимание уделяется дифференциальным уравнениям с частными производными дробного по-
рядка, которые являются обобщением уравнений с частными производными целочисленного 
порядка.  

Необходимость изучения краевых задач для дифференциальных уравнений с дробной 
производной связана с тем, что многие проблемы диффузии, наноплазматики, механики твёр-
дого тела, вязкоупругости и теории фильтрации жидкости приводят к дифференциальным 
уравнениям с дробной производной. При этом возникает необходимость исследования краевых 
задач для дифференциальных уравнений с дробными производными и разработки методов их 
решений.  

В работе исследована краевая задача для уравнения теплопроводности с дробной произ-
водной по времени. Для нахождения решения задача сведена к краевой задаче с граничными 
условиями первого рода. Посредством последовательного применения преобразований Фурье и 
Лапласа найдено решение уравнения теплопроводности в образах. Последовательное примене-
ние обратного преобразования Фурье и Лапласа помогло решить искомую задачу.    

 
Ключевые слова: краевая задача, дробная производная, преобразования Лапласа. 

 
Введение 

Во многих случаях математические модели  различных нелокальных физических 
процессов описываются дифференциальными уравнениями в частных производных 
дробного порядка вида: 
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где 2 ,110 ,0),(  txC . 

При разработке математических моделей подобные уравнения дополняются со-
ответствующими начальными и краевыми условиями. Уравнение (1) при соответству-
ющих начальных и краевых условиях является математической моделью двумерной 
динамической системы. Такого рода уравнения  описывают процессы во фрактальных 
средах.  
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В работе [3] получено решение краевой задачи для уравнения теплопроводности 
на полуоси. Работы [4–6] посвящены численному исследованию задачи теплопровод-
ности. В работах [7; 8] исследована краевая задача для уравнения теплопроводности с 
дробной производной Рисса. 

Приведем ряд известных определений и теорем, которыми будем пользоваться в 
дальнейшей работе. 

Определение 1. Если функция )(tf  удовлетворяет условиям: 

1) 0)( tf  при 0t , 

2) функция )(tf  удовлетворяет условию Гёльдера на полуоси 0t  за исклю-

чением, быть может, отдельных точек, где оригинал может иметь разрыв пер-
вого рода (таких точек может быть конечное множество), т. е. 0t , 0A , 

10,0    и 00  , для которых имеет место неравенство 

 Atftf  )()(  при всех   удовлетворяющих условию 0  , 

3) 0M  и 00 s , для которых имеет место неравенство tsMetf 0)(  , 

то для комплекснозначной функции )(tf  изображением Лапласа будет функ-

ция )( pF  комплексной переменной isp  , определяемая в виде 

                                             
 
0

)()( dtetfpF pt . 

Теорема 1. Пусть функция )(tf является непрерывной при 0t  и )()( tf n  и 

является оригиналом, тогда 
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Теорема 2. Преобразование Лапласа от свертки двух функций равно произведе-
нию оригиналов этих функций, то есть 
                         )()())()(( pGpFtgtfL  . 

Пусть функция  )(tf  задана на полуоси 0t , тогда дробная производная Ри-

мана-Лиувилля вводится в виде [2]: 

                   dt
tx

tf

dx

d
xfD

x






 


 )(

)(

)1(

1
)( .                                  (3) 

Пусть функция )(tf  непрерывна на ],0[ T  вместе со своими производными до 

порядка 1n  включительно, причем ],0[)()( TLtf n  . Тогда для любого ];0( n  

производная )(0 tfD t
  существует. Кроме того, если ];1( nn  , то почти всюду 

на ],0[ T  имеет место представление [1]: 
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Выражение вида 
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называется дробным производным Капуто. 
Таким образом, при 10   имеет место равенство [1]: 
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Пусть функция )(tf  удовлетворяет условию Гёльдера при 0t  и возрастает не 

быстрее показательной функции, тогда имеет место равенство [8]: 
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Краевая задача для уравнения теплопроводности с дробной производной  
по времени 

Рассмотрим краевую задачу для уравнения теплопроводности с дробной произ-
водной по времени вида: 
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где 10  . 

Решение задачи (7) будем находить путем сведения этой задачи к задаче с гра-
ничными условиями первого рода. Имеем: 
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Продифференцируем уравнение (7) по переменной , т. е. 
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Для левой части равенства (9) имеем: 
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Тогда получим 
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Воспользовавшись равенствами (8) и (10), получим задачу с краевыми условия-
ми первого рода: 
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Применяя к производной 
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Воспользовавшись равенствами (12), получим: 
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или же 
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Применяя к уравнению (13) преобразования Лапласа по переменной t , получим: 
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Воспользовавшись равенством [7] 
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Применяя обратные преобразования Фурье, получим решение задачи (11) в ви-
де:    
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Подставляя решение (15) в равенство (8), можно получить решение задачи 
(7). 

Заключение 

 В работе исследована краевая задача для уравнения теплопроводности с 
дробной производной по времени. Путём сведения задачи к краевой задаче с гра-
ничными условиями первого рода и последовательного применения преобразований 
Фурье и Лапласа получено решение в образах краевой задачи для уравнения тепло-
проводности с дробной производной по времени. После применения обратного пре-
образования Фурье и Лапласа получено аналитическое решение искомой задачи. 
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Recently to describe various mathematical models of physical processes, fractional differential 
calculs has been used. In this regard, much attention is paid to partial differential equation of fractional 
derivatives which are a generalization of partial differential equations of integer order. The necessity 
of investigating boundary value problem for differential equations with fractional derivative is con-
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nected with the fact that many problem of diffusion, nanoplasmonics, solid mechanics, viscoelasticity 
and the theory of fluid filtration. In this respect, the necessity to study boundary value problems of 
differential equation with fractional derivative and to develop methods for their solution arises. In the 
paper the boundary value problem for the heat equation with time-fractional derivative Caputo is in-
vestigated. The solution was found by reducing to a boundary value problem with boundary conditions 
of the first kind. By means of successively applying the Fourier and Laplace transform the solution in 
images of heat equation was found. After applying the inverse Fourier and Laplace transform the solu-
tion of required problem is found. 
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