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При нахождении решений сингулярных интегральных уравнений с ядрами Коши, Абе-
ля, Гильберта определенную роль играют формула перестановки порядка интегрирования Пу-
анкаре–Бертрана для интегралов с ядром Коши и формулы композиции интегралов с ядрами 
Абеля и Гильберта. 

Представленные в настоящей статье исследования преследуют цель получить аналогич-
ные формулы для интегралов и интегральных уравнений с ядрами Коши–Трикоми, Абеля–
Трикоми, Гильберта–Трикоми с функциональными параметрами в плане обобщения известных 
результатов. 

В качестве метода исследования выбран метод поиска преобразований, которые сводят 
изучаемую проблему к ранее изученной. 

В статье найдены замены переменных, которые сводят операторы с ядрами Коши–
Трикоми, Абеля–Трикоми, Гильберта–Трикоми к операторам с ядрами Коши, Абеля, Гильберта 
с другими плотностями, что позволяет, используя известные результаты и переходя к первона-
чальным переменным, решить изучаемую проблему. С помощью полученных при этом формул 
найдены решения обобщенного интегрального уравнения с ядром Абеля–Трикоми с функцио-
нальным параметром и некоторых других уравнений. 

Основными результатами исследований являются формула типа Пуанкаре–Бертрана для 
интегралов с ядром Коши–Трикоми; формулы композиций интегралов с ядрами Абеля–
Трикоми и Гильберта–Трикоми с функциональными параметрами; формулы решений обоб-
щенного уравнения Абеля–Трикоми и некоторых других уравнений с ядрами типа Коши–
Трикоми, Гильберта–Трикоми. 

На основе полученных данных можно сделать вывод о том, что связанные с формулой 
перестановки порядка интегрирования Пуанкаре–Бертрана для интегралов с ядром Коши и с 
формулами композиций интегралов с ядрами Абеля и Гильберта результаты могут быть обоб-
щены на операторы с ядрами Коши–Трикоми, Абеля–Трикоми, Гильберта–Трикоми с функци-
ональными параметрами. 
 

Ключевые слова: формула перестановки порядка интегрирования Пуанкаре–Бертрана 
для интегралов с ядром Коши–Трикоми; формулы композиций интегралов с ядрами Абеля–
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Трикоми и Гильберта–Трикоми; решение обобщенного уравнения Абеля–Трикоми; операторы 
Коши–Трикоми, Абеля–Трикоми, Гильберта–Трикоми с функциональными параметрами.  

 
В теории сингулярных интегральных уравнений [2, 12, 13, 15] для операторов 

Коши, Абеля, Гильберта: 
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где 0 < α, β < 1, – 1 < у < 1,  В(1 – α, 1 – β) – бета-функция. 
Равенство (1) известно как формула перестановки порядка интегрирования Пу-

анкаре–Бертрана. 
Равенства (2), (3), (4) определяют законы композиций интегралов с ядрами Ко-

ши, Абеля, Гильберта соответственно. 
Известно также, что решение ψ(у) обобщенного интегрального уравнения Абеля 
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имеет интегральное представление [15, с. 190] 
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Представляет научный интерес найти аналоги (1), (2) для оператора Коши–
Трикоми 
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аналог равенства (3) для оператора Абеля–Трикоми 
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аналог равенства (4) для оператора Гильберта–Трикоми 
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଴ , 0 ≤ b(х) ≤ 2π;  (9) 

аналог равенства (6) для решения φ = φ(х), 1 ≤ х ≤ 1 обобщенного уравнения Абеля–
Трикоми. 
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или ненарушающего общности его упрощенного варианта 
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Настоящая статья посвящена решению этой проблемы. 
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Теорема 1. Если функция b = b(x) дифференцируема и xb’(x) ≥ 0, 0 ≤ b ≤ 1  

при –1 ≤ х ≤ 1, то для операторов (7), (8) справедливы, аналогичные (1), (2), (3) равен-
ства 
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а для решения φ(х) уравнения (10) имеет место, аналогичное (6) представление 

߮ሺݔሻ ൌ టభሺ௫ሻ

ଶగ
݃ݐܿ గఋ

ଶ

ௗ

ௗ௫
׬

൫ଵି௧మ௕൯ఘሺ௫,௧ሻ௙ሺ௧ሻௗ௧

ሾ௫ሺଵା௧మ௕ሻି௧ሺଵା௫మ௕ሻሿభషഃ
௫
ିଵ  – 

െటమሺ௫ሻ

గమ
ଶݏ݋ܿ ቀగఋ

ଶ
ቁ ׬

൫ଵି௧మ௕൯௭భሺ௧ሻிభሺ௧ሻௗ௧

ఘሺ௧ሻሾ௫ሺଵା௧మ௕ሻି௧ሺଵା௫మ௕ሻሿభషഃ
௫
ିଵ 	,    (14) 

где 

߰ଵሺݔሻ ൌ
ሾଵା௕ሿభషഃൣଵା௫మ௕൧

ഃ

ሾଵା௕ሿሾଵି௫మ௕ሿା௫௕ᇲሺ௫ሻሺଵି௫మሻ
	,   ߰ଶሺݔሻ ൌ

ଵା௕

ଵା௫మ௕
	, 

,ݔሺߩ ሻݐ ൌ
ሾଵା௕ሿഃൣଵା௫మ௕൧

భషഃ

ଵା௧మ௕
ሻݐሺߩ	,	 ൌ ሾ1 ൅  ,ଶܾሿଵାఋݐ

ܼଵሺݐሻ ൌ ሾሺ1 ൅ ሻሺ1ݐ ൅ ሻሿܾݐ
భశഃ
మ ሾሺ1 െ ሻሺ1ݐ െ ሻሿܾݐ

భషഃ
మ 	, 

ሻݐଵሺܨ ൌ ሻݐሺߤ
݀
ݐ݀

න
ሾ1 െ ߬ଶܾሿߤሺݐ, ߬ሻ݀߬

ሾݐሺ1 ൅ ߬ଶܾሻ െ ߬ሺ1 ൅ ଶܾሻሿݐ

௧

ିଵ

න
ሺ1 െ ߣሻ݀ߣଶሻ݂ሺߣܾ

ሾߣሺ1 ൅ ߬ଶܾሻ െ ሺ1 ൅ 	ሻߣଶܾሻሿଵିఋܼଵሺݔ

ଵ

ఛ

, 

ሻݐሺߤ ൌ ଵା௧మ௕

ଵି௧మ௕
,ݐሺߤ   , ߬ሻ ൌ ሾଵା௧మ௕ሿഃ

ଵା௧మ௕
. 

Доказательство. Структура Т(t, x, b) и равенство  
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зумности введения в интегралах равенств (10–14) замену переменных согласно форму-
лам:  

ߝ ൌ ሻݐሺߝ ൌ ሺଵା௕ሺ௫ሻሻ௧

ଵା௧మ௕ሺ௫ሻ
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ሺଵା௕ሺ௫ሻሻ௫
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.    (15) 

Функции ߝ ൌ ݕ ,ሻݐሺߝ ൌ ߟ ,ሻݔሺݕ ൌ  ሺ߬ሻ взаимно-однозначно отображают отрезокߟ
[–1, 1] на себя, если переменные t, x, τ выразить через ε, у, η соответственно соотноше-
ниями  

1ൣݐ            ൅ ܾ ൅ ඥሺ1 ൅ ܾሻଶ െ ଶܾ൧ߝ4 ൌ 1ൣݔ  ,ߝ2 ൅ ܾ ൅ ඥሺ1 ൅ ܾሻଶ െ ଶܾ൧ݕ4 ൌ  ,ݕ2



Зайнулабидов М.М., Зайнулабидова З.М., Шихшинатова М.М. О законах композиции сингулярных  
интегралов с ядрами Коши–Трикоми, Абеля–Трикоми, Гильберта–Трикоми с функциональными  
параметрами и о решении некоторых интегральных уравнений с такими ядрами  

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2021. Том 36. Вып. 2 

10 

 

߬ൣ1 ൅ ܾ ൅ ඥሺ1 ൅ ܾሻଶ െ ଶܾ൧ߟ4 ൌ  (16)            .ߟ2
 

При этом однозначную обратимость функции у = у(х), – 1≤ х ≤ 1, как легко про-
верить, обеспечивает условие теоремы xb’(x) ≥ 0. 

В результате осуществления в (10–14) замены переменных согласно (15), (16) с 
учетом того, что при преобразовании функции F1(t) в ее внутреннем интеграле осу-
ществляют замену переменной интеграции согласно формулам: 

ܵ ൌ ሺଵା௕ሻఒ

ଵାఒమ௕
ߣ , ൌ ଶ௦

ଵା௕ାඥሺଵା௕ሻమିସ௦మ௕
	, 

равенства (11), (12), (13) примут вид (1), (2), (3) соответственно, где  
߰ሺߝ, ሻߟ ൌ ሺ1 ൅ ߬ଶܾሻ߮ሺݐ, ߬ሻ, ψሺy, yሻ ൌ ሺ1 ൅ ,ݔଶܾሻ߮ሺݔ  ,ሻݔ

߰ሺߟሻ ൌ ሺ1 െ ߬ଶܾሻఉିଵሺ1 ൅ ߬ଶܾሻଶିఉ߮ሺ߬ሻ; уравнение (10) примет вид (5), формула (14) 
примет вид (6), где gሺݕሻ ൌ ሺ1 ൅ ሻߝሻ, ߰ሺݔଶܾሻఋ݂ሺݔ ൌ ሺ1 ൅ ܾሻఋିଵሺ1 ൅  ሻ, что иݐଶܾሻଶିఋ߮ሺݐ
завершает доказательство теоремы. 

Теорема 2. Если функция b = b(x), 0 ≤ x ≤ 2π дифференцируема и удовлетворяет 
условию xbʹ(x) ≥ 0, а функция φ = φ(х), 0 ≤ x ≤ 2π такая, что для функции  

߰ ൌ ߰ሺݕሻ ൌ ߮ ൬
ଶగ௬

గሺଵା௕ሻାඥగమሺଵା௕ሻమି௕௬మ
൰, 0 ≤ y ≤ 2π   (17) 

справедливо (4), то имеет место формула композиции интегралов с ядром Гильберта–
Трикоми вида  

ଵ

ସగమ
׬ ሻctg݇ݐሺߩ
ଶగ
଴ ሺݐ, ݐሻ݀ݔ ׬ ,ሺ߬ሻ߮ሺ߬ሻctg݇ሺ߬ߩ ሻ݀߬ݐ ൌ

ଶగ
଴ / 

ൌ െ߮ሺݔሻ ൅ ଵ

ଶగ
׬ ሺ߬ሻ߮ሺ߬ሻ݀߬ߩ
ଶగ
଴ ,     (18) 

где 

ሻݏሺߩ ൌ ସగమሺଵା௕ሻሺସగమି௕௦మሻ

ሺସగమା௕௦మሻమ
,	݇ሺ߬, ሻݏ ൌ ଶగమሺଵା௕ሻሺఛ ି௦ሻሺସగమି௕ఛ௦ሻ

ሺସగమା௕ఛమሻሺସగమା௕௦మሻ
 . 

Доказательство. Имеет место равенство 

݇ሺ߬, ሻݏ ൌ ଵ

ଶ
ቀସగ

మሺଵା௕ሻఛ

ସగమା௕ఛమ
െ ସగమሺଵା௕ሻ௦

ସగమା௕௦మ
ቁ, что наводит на мысль ввести в (18) замену перемен-

ных согласно формулам 

ߝ ൌ ሻݐሺߝ ൌ ସగమሺଵା௕ሻ௧

ସగమା௕௧మ
ݕ ,	 ൌ ሻݔሺݕ ൌ ସగమሺଵା௕ሻ௫

ସగమା௕௫
ߟ ,	 ൌ ሺ߬ሻߟ ൌ ସగమሺଵା௕ሻఛ

ସగమା௕ఛమ
, (19) 

так как обратные преобразования можно определить равенствами 

ݐ ൌ =ሻߝሺݐ ଶగఌ

గሺଵା௕ሻାඥగమሺଵା௕ሻమିఌమ௕
ݔ     , ൌ =ሻݕሺݔ ଶగ௬

గሺଵା௕ሻାඥగమሺଵା௕ሻమି௬మ௕
	,  

߬ ൌ ߬ሺߟሻ= ଶగఎ

గሺଵା௕ሻାඥగమሺଵା௕ሻమିఎమ௕
,     (20) 

которые осуществляют взаимно-однозначное отображение отрезка [0, 2π] на себя. 
Условие теоремы xbʹ(x) ≥ 0 обеспечивает однозначную обратимость функции  

у = у(х), 0 ≤ x ≤ 2π. 
В результате осуществления замены переменных согласно (19), (20) формула 

(18) примет вид (4), где функция ψ = ψ(у), 0 ≤ x ≤ 2π определяется равенством (17), что 
и завершает доказательство теоремы. 
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Известно [15, с. 191–194], что решение ψ(у) интегрального уравнения 

׬
టሺఌሻௗఌ

|ఌି௬|భషഀ
ൌ ݃ሺݕሻ

ାஶ
ିஶ ,  0 ≤ α ≤ 1    (21) 

представимо в виде 
 

߰ሺݕሻ ൌ ఈ

ଶగ
tg గఈ

ଶ
׬

௚ሺ௬ሻି௚ሺఌሻ

|ఌି௬|భశഀ
ାஶ
ିஶ  (22)    ,ߝ݀

если 0 < α < 1 и выполнено условие 

׬ |݃ሺݕሻ|௣݀ݕ ൏ ൅∞,					1 ൏ ݌ ൏ ଵ

ఈ

ାஶ
ିஶ 		,    (23) 

и в виде 

߰ሺݕሻ ൌ െ ଵ

గమ
׬

௚ሺఌሻௗఌ

ఌି௬

ାஶ
ିஶ  ,   (24) 

если α = 0. 
 Возникает научный интерес найти решение φ(х) интегрального уравнения 

׬  ቚ ଵ

௧ି௫
൅ ௧

௔మା௫௧
ቚ
ଵିఈ

߮ሺݐሻ݀ݐ ൌ ݂ሺݔሻ,							0 ൑ ߙ ൏ 1
௔
ି௔ ,   (25) 

которое в предельном случае при а → + ∞ совпадает с (21). 
Теорема 3. Решение φ(х) уравнения (25) имеет представление 

߮ሺݔሻ ൌ ఈሺ௔మା௫మሻഀ

ଶగ
tg గఈ

ଶ
׬

൫௔మା௧మ൯ቂ൫௔మି௫మ൯
భషഀ

௙ሺ௫ሻି൫௔మି௧మ൯
భషഀ

௙ሺ௧ሻቃௗ௧

ሺ௔మି௧మሻభషഀ|ሺ௧ି௫ሻሺ௔మା௫௧ሻ|భశഀ
	

௔
ି௔

,  (26) 

если 0 < α < 1 и выполнено условие 

׬ ሺܽଶ ൅ ଶሻݔ
ఈ
ି௔ ሺܽଶ െ ݔሻ|௣݀ݔଶሻ௣ሺଵିఈሻିଶ|݂ሺݔ ൏ ൅∞,			1 ൏ ݌ ൏ ଵ

ఈ
	, (27) 

и представление 

߮ሺݔሻ ൌ െ ଵ

గమ
׬ ቀ ଵ

௧ି௫
൅ ௧

௔మା௫௧
ቁ ݂ሺݐሻ݀ݐ

௔
ି௔ ,    (28) 

если α = 0. 
Доказательство. Осуществляя операцию сложения дробей, уравнение (25) 

можно переписать в виде 

׬
൫௔మା௧మ൯

భషഀ
௙ሺ௧ሻ

|௧ሺ௔మି௫మሻି௫ሺ௔మି௧మሻ|భషഀ
ൌ ݂ሺݔሻ, 0 ൑ ߙ ൑ 1

௔
ି௔ .   (29) 

В силу очевидного равенства 

ሺܽଶݐ െ ଶሻݔ െ ሺܽଶݔ െ ଶሻݐ ൌ ቀ ௧

௔మି௧మ
െ ௫

௔మି௫మ
ቁ ሺܽଶ െ ଶሻሺܽଶݐ െ  ,ଶሻݔ

как и при доказательстве теоремы 2, в (29) можно осуществить замену переменных со-
гласно формулам 

ߝ ൌ ሻݐሺߝ ൌ ௧

௔మି௧మ
ݕ				, ൌ ሻݔሺݕ ൌ ௫

௔మି௫మ	
	,    (30) 

так как обратные преобразования вида 

ݐ ൌ ሻߝሺݐ ൌ ଶ௔మఌ

ଵା√ଵାସ௔మఌమ
ݔ				, ൌ ሻݕሺݔ ൌ ଶ௔మ௬

ଵାඥଵାସ௔మ௬మ
   (31) 

осуществляют взаимно-однозначное отображение отрезка [–a, a] на интервал (– ∞,  
+ ∞). 
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В результате замены (30), (31) уравнение (29) примет вид (21), где  

߰ሺߝሻ ൌ ሺܽଶ ൅ ଶሻିఈሺܽଶݐ െ ሻݕ݃ሺ			ሻ,ݐଶሻଵାఈ߮ሺݐ ൌ ሺܽଶ െ  ሻ.     (32)ݔଶሻଵିఈ݂ሺݔ
Переходя в (22), (23), (24) к переменным t, x согласно (30) и учитывая при этом 

(32), получим соответственно равенства (26), (27), (28), что и завершает доказательство 
теоремы. 

Из доказательства теоремы 3 видно, что вместо (21), (25) можно рассматривать 
уравнения 

׬
టሺఌሻௗఌ

ሺఌି௬ሻభషഀ
ൌ ݃ሺݕሻ,			0 ൑ ߙ ൑ 1

ାஶ
଴ ,     0 <у< +∞,    (33) 

 

׬ ቀ ଵ

௧ି௫
൅ ௧

௔మା௫௧
ቁ
ଵିఈ

߮ሺݐሻ݀ݐ ൌ ݂ሺݔሻ,					0 ൑ ߙ ൏ 1, 0 ൏ ݔ ൏ ൅∞
௔
଴ .                     (34) 

 
Решения (33), (34) при 0 < α < 1 будут иметь такой же вид, что и (22), (26), где 

интегрирование совершается на интервале (0, +∞) , а при α = 0 определяются равен-
ствами 

߰ሺݕሻ ൌ െ ଵ

గమ
׬ ට

௬

ఌ

௚ሺఌሻௗఌ

ఌି௬

ାஶ
଴ ,				߮ሺݔሻ ൌ െ ଵ

గమ
׬ ට

௫ሺ௔మି௧మሻ

௧ሺ௔మି௫మሻ
ቀ ଵ

௧ି௫
൅ ௧

௔మା௫௧
ቁ ݂ሺݐሻ݀ݐ

ାஶ
଴ . 

В заключение отметим, что операторы Коши–Трикоми, Абеля–Трикоми, Гильберта-
Трикоми в случае постоянного параметра b = b(x) = const были впервые рассмотрены и 
изучены в работах [3–10]. 

Полученные в этой статье результаты достаточно легко можно переносить на 
случай функционального параметра b = b(x), который удовлетворяет условию xbʹ(x) ≥ 0. 

Из исследований последних лет, посвященных проблемам теории сингулярных 
операторов и сингулярных интегральных уравнений, близких к исследованию в насто-
ящей статье, следует отметить работы [1; 11; 14; 16; 17]. 
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In finding solutions of singular integral equations with Cauchy, Abel, and Hilbert kernels, a 
certain role is played by the formula for the permutation of the integration order of Poincaré–Bertrand 
for integrals with the Cauchy kernel and the formula for the composition of integrals with Abel and 
Hilbert kernels. 

The goal of research is to obtain similar formulas for integrals and integral equations with 
Cauchy–Tricomi, Abel–Tricomi, and Hilbert–Tricomi kernels with functional parameters in terms of 
generalizing the known results. 

The transformation method of research reduces the studied problem to the previously studied. 
In this paper, we find substitutions of variables that reduce operators with Cauchy–Tricomi, 

Abel–Tricomi, and Hilbert–Tricomi kernels to operators with Cauchy, Abel, and Hilbert kernels with 
other densities, which allows us to solve the problem using the known results and passing to the origi-
nal variables. 

Using the formulas obtained, solutions of the generalized integral equation with an Abel–
Tricomi kernel with a functional parameter and some other equations are found. The main results of 
the research are the Poincare-Bertrand formula for integrals with Cauchy–Tricomi kernels; formulas 
for compositions of integrals with Abel–Tricomi and Hilbert–Tricomi kernels with functional parame-
ters; formulas for solutions of the generalized Abel–Tricomi equation and some other equations with 
Cauchy–Tricomi and Hilbert–Tricomi kernels. 

Based on the results obtained, we can conclude that the results associated with the formula for 
the permutation of the order of integration of Poincaré–Bertrand for integrals with the Cauchy kernel 
and with formulas for the composition of integrals with the Abel and Hilbert kernels can be general-
ized to operators with the Cauchy–Tricomi, Abel–Tricomi kernels, Hilbert–Tricomi with functional 
parameters. 
 

Keywords: formula for permutation of the order of integration of Poincaré–Bertrand for inte-
grals with the Cauchy–Tricomi kernel; formulas for compositions of integrals with Abel–Tricomi and 
Hilbert-Tricomi kernels; solution of the generalized Abel–Tricomi equation; Cauchy–Tricomi, Abel–
Tricomi, Hilbert–Tricomi operators with functional parameters. 
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