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В работе дается определение типа системы непрерывных и линейно независимых на [a, b] 

функций. Доказаны свойства систем функций различных типов. Доказана теорема: чтобы для 
каждой непрерывной на ሾа, bሿ функции f(x) любой наименее уклоняющийся от нее полином P(x) 
обладал не менее 1+ߪ точечным альтернансом, причем хотя бы для одной функции f(x), по крайней 
мере, один из наименее уклоняющихся от нее полиномов обладал бы точно 1+ߪ точечным альтер-
нансом, необходимо и достаточно, чтобы система функций была на ሾa, bሿ типа ߪ.  
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Непрерывные на ሾа, bሿ	функции	ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀ଴

௡ , для которых определитель 

Dቀ
଴ݑ … ௡ݑ
ଵݔ … ௡ାଵݔ

ቁ=อ
ଵሻݔ଴ሺݑ … ଵሻݔ௡ሺݑ
… … …

௡ାଵሻݔ଴ሺݑ … ௡ାଵሻݔ௡ሺݑ
อ ് 0 

для любого набора различных точек ሼݔ௞ሽ௞ୀ଴
௡ ∈ ሾa, bሿ, называются системой Чебышева 

(типа n+1). 
Определение. Систему непрерывных и линейно независимых на ሾa, bሿ	функций 

	ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀ଴
௡ 	назовем системой типа ߪ ሺ0 ൑ ߪ ൑ ݊ሻ, если: 

1) для любого набора точек a ൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௡ାଵݔ ൑ ܾ в определителе 

D	ቀ
଴ݑ … ௡ݑ
ଵݔ ௡ାଵݔ

ቁ ൌ 0	существуют I + 1 строк 		ሺߪ ൑ ݅ ൑ ݊ሻ, по которым все миноры i + 1 

порядка равны нулю; 
2) по крайней мере, в одном таком миноре	݅ ൅ 1 порядка все дополнительные 

миноры ܦ௜
௝ሺ݆ ൌ 1, 2, … , ݅ ൅ 1ሻ	элементов хотя бы одного столбца отличны от нуля и в 

ряду ܦଵ
௜, ଶܦ

ଶ, … , ௜ାଵܦ
௜  имеется не более i-ߪ	 перемен знака, причем найдется набор точек 

	ሼݔ௞ሽ௞ୀଵ
௡ାଵ, для которого в этом ряду будет точно i-ߪ перемен знака. 
Тип системы функций Чебышева положим равным n+1. 
Свойства линейно независимых систем типа ߪ. 
Теорема 1. Если функции ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀ଴

௡  образуют систему типа ߪ	наሾа, вሿ	, то не бо-
лее ݊ ൅ 1 െ  различных полиномов вида ߪ

Dቀ
଴ݑ … ௡ݑ
ଵݔ … ݔ	௡ݔ

ቁ обращаются в нуль при x = ݔ଴ ∈ ሾܽ, ܾሿ, ଴ݔ ് ሺ݅	௜ݔ ൌ 1,… , ݊ሻ. 

Доказательство. Так как система ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀ଴
௡  типа ߪ, то	при	любых	൛ݔ௝ൟ௝ୀଵ

ఙ
	мат-

рица ቀݑ௜൫ݔ௝൯ቁ
௜ୀ଴,	… ,	௡

௝ୀଵ,	… ,	ఙ
 имеет ранг	ߪ. В силу линейной независимости системы ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀ଴

௡  
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матрица ቀݑ௜൫ݔ௝൯ቁ
௜ୀ଴,	…,	௡

௝ୀଵ,	…,	ఙ,	ఙାଵ
 хотя бы для одной точки ݔఙାଵ ∈ ሾܽ, ܾሿ	должна иметь ранг 

ߪ ൅ 1	и так далее. Выберем таким образом точки ݔଵ,	ݔଶ, … ,     для которых			௡ାଵ,ݔ

Dቀ
଴ݑ … ௡ݑ
ଵݔ … 	௡ାଵݔ

ቁ ് 0. 

Полиномы 	ܦ௜ሺݔሻ ൌ ܦ ቆ
,଴ݑ 	. . . … ௡ݑ
ଵݔ ௜ିଵݔ… …	௜ାଵݔ ,௡ାଵݔ ݔ

ቇ ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ ൅ 1ሻ 

различны, исходя из ܦ௜ሺݔ௜ሻ ് 0	, в то время как ܦ௝ሺݔ௜ሻ	= 0	ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ ൅ 1ሻ	ሺ݅ ് ݆ሻ. 
Пусть в точке ݔ଴ обращаются в нуль полиномы ܦ௥ሺݔ଴ሻ ൌ 0 ൫ݎ ൌ ݅ ൅ 1,… , 	݊ ൅ 1൯. Так 
как ܦ௥ሺݔ௥ሻ ് 0, то в ܦ௥ሺݔ଴ሻ первые n строк линейно независимы. Следовательно, n + 1 
строка является линейной комбинацией остальных n строк, т. е. 

∑=଴ሻݔ௞ሺݑ							 ܿ௟ݑ௞
௡ାଵ
௟ୀଵ,௟ஷ௥ ሺݔ௟ሻ ሺ݇ ൌ 0,… , ݊ሻ.                                                   (1) 

Фиксируем r и рассмотрим полиномы ܦ௣ሺݔ଴ሻ ൌ 0		ሺ݌ ൌ ݅ ൅ 1,… , ݊ ൅ 1	ሻ	p്r. В 
равенстве ܦ௣ሺݔ଴ሻ ൌ 0		вместо элементов n+1 строки подставим их выражения из (1). 
Разлагая полученный определитель на сумму определителей и приравнивая к нулю опреде-
лители с одинаковыми строками, получим ܦ௣ሺݔ଴ሻ ൌ ܿ௣ܦ௣൫ݔ௣൯ ൌ 0. Так как ܦ௣൫ݔ௣൯ 	്
0	, то ܿ௣ ൌ 0 ሺ݌ ൌ ݅ ൅ 1,… , ݊ ൅ 1, ݌ ് убедимся, что и ܿ௥ ,ݎ и ݌  Поменяв местами	ሻ.ݎ ൌ 0. 
Тогда (1) примет вид 

∑=଴ሻݔ௞ሺݑ ܿ௟ݑ௞
௜
௟ୀଵ ሺݔ௟ሻ 	ሺ݇ ൌ 0,… , ݊ሻ.                                           (2) 

Здесь уже ܿ௟ ് 0	, иначе соответствующий полином тоже обращался бы в нуль в 
точке ݔ଴.	 Равенство (2) равносильно тому, что в 

ܦ ൬
.	଴ݑ . . … ௡ݑ

ଵݔ ௜ିଵݔ… …	௜ାଵݔ ,௡ାଵݔ ଴ݔ	
൰ ൌ 0 

все определители i + 1 порядка по первым I строкам и n+1 строке равны нулю. По само-
му выбору точек ݔଵ, … ,  ௜ по первым i строкам существует хотя бы один минор i-порядкаݔ	
по некоторым ݐଵ, … ,  ௜ столбцам, неравный нулю. Тогда в определителе i + 1 порядкаݐ

ܦ ൬
,௧భݑ 	. . . … ௧೔ݑ ௧೔శభݑ
ଵݔ ௜ିଵݔ… ,௜ݔ ଴ݔ ൰ ൌ 0 

дополнительные миноры элементов последнего столбца будут отличны от нуля. Дока-
зательство этого факта приведем в теореме 2. 

Если в равенстве ܦ௣ሺݔ଴ሻ ൌ 0		൫݌ ൌ ,ଶݎ			,ଵݎ … ,  ௡ି௜ାଵ൯, то в (2) нулю будут равныݎ
соответствующие ܿ௟,	 остальные рассуждения остаются теми же. 

Для завершения доказательства заметим, что по определению типа ߪ	должно 
быть i	൒ ൑	 и, следовательно, n + 1 – I ߪ 	݊ ൅ 1 െ  .ߪ

Пусть ݑ଴ሺݔሻ, ,ሻݔଶሺݑ … ,   – непрерывные и линейно независимые на сегменте	ሻݔ௡ሺݑ
ሾа, bሿ функции. Далее предположим, что рассматриваемые значения аргумента даны в 
порядке возрастания их индексов. 

Теорема 2. Если система функций	ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀ଴
௡  типа ߪ	на	ሾа, bሿ, то в ряду 

ଵܦ
௡ାଵ, ଶܦ

௡ାଵ, … , ௡ାଶܦ
௡ାଵ	при	условии ܦ௜

௡ାଵ ് 0	ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ ൅ 2ሻ будет не более n	െ	ߪ	1+ 
перемен знака, где ܦ௜

௡ାଵ	получаются вычеркиванием i строки матрицы 

൫ݑ௞ሺݔ௜ሻ൯௞ୀ଴,	…,	௡
௜ୀଵ,	…,	௡ାଶ

. 

Доказательство. Существование требуемых в условии теоремы точек показыва-
ется как в теореме 1. Пусть система функций 
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ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ
௡ାଵ	типа		ߪ	на	ሾа, bሿ, но	в	ряду	ܦଵ

௡ାଵ, ଶܦ
௡ାଵ, … , ௡ାଶܦ

௡ାଵ	при некотором наборе точек 
ሼݔ௜ሽ௜ୀଵ

௡ାଶ	имеется		݊ െ ߪ ൅ 2 перемен знака. 
Для определенности рассмотрим следующее расположение знаков: 

А) sign	ܦ௝
௡ାଵ ൌ ൤

൅1			݆ ൌ 1,… , 	ߪ
ሺെ1ሻ௝		݆ ൌ ߪ ൅ 1,… , ݊ ൅ 2

, если		ߪ െ четное; 

В) sign	ܦ௝
௡ାଵ ൌ ൤

൅1			݆ ൌ 1,… , 	ߪ
ሺെ1ሻ௝ିଵ		݆ ൌ ߪ ൅ 1,… , ݊ ൅ 2

, если		ߪ െ нечетное. 

Полином Dቀ
଴ݑ … ௡ݑ
ଵݔ … ݔ	,௡ݔ

ቁ на интервале ൫ݔ௡ାଵ,ݔ௡ାଶ൯		обращается в нуль.Так как 

sign Dቀ
଴ݑ … ௡ݑ
ଵݔ … 	௡ାଵݔ

ቁ ൌ signܦ௡ାଶ
௡ାଵ ൌ ൤

ሺെ1ሻ௡ାଶ		для	случая		Аሻ	
ሺെ1ሻ௡ାଵ				для	случая	Вሻ,

 

sign Dቀ
଴ݑ … ௡ݑ
ଵݔ ௡ݔ… 	௡ାଶݔ

ቁ ൌ signܦ௡ାଵ
௡ାଵ ൌ ൤

ሺെ1ሻ௡ାଵ		для	случая		Аሻ	
ሺെ1ሻ௡				для	случая	Вሻ.

 

Рассмотрим полиномы: 	ܦ ൬
.௧భݑ . . … ௧೔ݑ ௧೔శభݑ

ଵݔ ,௝ିଵݔ… ௡ାଵݔ	…	௝ାଵݔ ݔ ൰ ሺ݆ ൌ 1, 2, … , ݊ሻ. Если 

какие-нибудь из этих полиномов тоже обращаются в нуль на ൫ݔ௡ାଵ,ݔ௡ାଶ൯, то выделим те 
݊ ൅ 1 െ ݅ (по теореме 1	݊ ൅ 1 െ ݅ ൑ ݊ ൅ 1 െ  ሻ полиномов, которые обращаются в нуль вߪ
точке ݔ଴, ближайшей к ݔ௡ାଶ. 

Для определенности, пусть в точке ݔ଴ обращаются в нуль полиномы: 

ܦ							 ቆ
.௧భݑ . . … ௧೔ݑ ௧೔శభݑ

ଵݔ ,௥ିଵݔ… ௡ାଵݔ	…	௥ାଵݔ ଴ݔ ቇ =0 ሺݎ ൌ ݅ ൅ 1,… , ݊ ൅ 1ሻ.                                  (3) 

Тогда полиномы 

ܦ ൬
௧భݑ … ௧೔ݑ… ௧೔శభݑ

ଵݔ ௝ିଵݔ… ,௡ାଵݔ	…	௝ݔ ݔ ൰ ሺ݆ ൌ 1, 2, … , ݅ሻ не обращаются в нуль на 

ሾݔ଴, ܦ	݊݃݅ݏ			 ,следовательно	௡ାଶሿ,ݔ ቆ
.௧భݑ . . … ௧೔ݑ ௧೔శభݑ

ଵݔ ௝ିଵݔ… ௡ାଵݔ	…	௝ାଵݔ ଴ݔ ቇ 			ൌ 

ܦ	݊݃݅ݏ	= ൬
.௧భݑ . . … ௧೔ݑ ௧೔శభݑ

ଵݔ ௝ିଵݔ… ௡ାଵݔ	…	௝ାଵݔ ݔ ൰	= signܦ௝
௡ାଵ ് 0		ሺ݆ ൌ 1,… , ݅ሻ.                (4) 

Так как ܦ௡ାଶ
௡ାଵ ് 0, то	существует	минор Dቀ

௧భݑ … ௧೔ݑ
ଵݔ … 	௜ݔ

ቁ ് 0. 

	ሺെ1ሻ௡ାଵD ቀ
଴ݑ … ௡ݑ

ଵݔ ௝ାଵݔ௝ିଵݔ… … ቁ	ݔ௡ାଵݔ ൅	

൅ ෍ ሺെ1ሻ௡ାଵି௥
௡ାଵ

௥ୀ௜ାଵ

D ቀ
଴ݑ … ௡ݑ

ଵݔ ௥ାଵݔ௥ିଵݔ… … 	ݔ௡ାଵݔ
ቁ
D ቀ

௧భݑ … ௧೔ݑ
௝ାଵݔ௝ିଵݔଵݔ ௜ݔ… ቁ	௥ݔ

D ቀ
௧భݑ … ௧೔ݑ
ଵݔ … 	௜ݔ

ቁ
ൌ	

ൌ 	
ୈ൬

௨೟భ … ௨೟೔
௫భ௫ೕషభ௫ೕశభ …௫೔ ௫	 ൰

ୈ൬
௨೟భ … ௨೟೔
௫భ … ௫೔	

൰
 Dቀ

ଵݑ … ௡ାଵݑ
ଵݔ … 	௡ାଵݔ

ቁ    ሺ݆ ൌ 1,… , ݅ሻ.                                                  (5) 

Подставив в (5) x=ݔ଴ из (3) и (4), получим 

ሺെ1ሻ௡ାଵି௜	sign	ܦ௝
௡ାଵ ൌ

௦௜௚௡஽൫௫ೕ൯

௦௜௚௡஽ሺ௫బሻ
 signܦ௡ାଶ		

௡ାଵ  ሺ݆ ൌ 1,… , ݅ሻ. 

Отсюда  
sign D൫ݔ௝൯ ൌ ሺെ1ሻ௡ାଵି௜ sign	ܦ௡ାଶ		

௡ାଵ sign Dሺݔ଴ሻ signܦ௝
௡ାଵ.                                         (6) 

У нас Dሺݔ଴ሻ ് 0, а из (4) и (6) следует, что и 	D൫ݔ௝൯ ് 0 ሺ݆ ൌ 1,… , ݅ሻ. 
Таким образом, мы доказали, что в равном нулю определителе из теоремы 1 
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ܦ ൬
.௧భݑ . . … ௧೔ݑ ௧೔శభݑ

ଵݔ ,௜ିଵݔ… ௜ݔ ଴ݔ ൰ ൌ 0. 

Дополнительные миноры элементов последнего столбца отличны от нуля. 
Для подсчета количества перемен знака в ряду ܦሺݔଵሻ, ,ଶሻݔሺܦ … , ,௜ሻݔሺܦ 		଴ሻݔሺܦ

положим sign Dሺݔ଴ሻ ൌ ሺെ1ሻ௡ାଵି௜ sign	ܦ௡ାଶ		
௡ାଵ  (если sign Dሺݔ଴ሻ ൌ െሺെ1ሻ௡ାଵି௜ sign	ܦ௡ାଶ		

௡ାଵ , 
то в рассматриваемом ряду все знаки меняются на противоположные, что не влияет на 
количество перемен знака). 

Тогда из (6) получим: для случая А)  

sign D൫ݔ௝൯ ൌ ൤
൅1			݆ ൌ 1,… , ߪ

ሺെ1ሻ௝			݆ ൌ ߪ ൅ 1,… , ݅,
 

sign Dሺݔ଴ሻ ൌ ሺെ1ሻ௡ାଵି௜ሺെ1ሻ௡ାଶ ൌ ሺെ1ሻ௜ାଵ; 
для случая В)  

sign D൫ݔ௝൯ ൌ ൤
൅1			݆ ൌ 1,… , ߪ

ሺെ1ሻ௝ିଵ			݆ ൌ ߪ ൅ 1,… , ݅,
 

sign Dሺݔ଴ሻ ൌ ሺെ1ሻ௡ାଵି௜ሺെ1ሻ௡ାଵ ൌ ሺെ1ሻ௜. 
В обоих случаях количество перемен знака в ряду миноров 
,ଵሻݔሺܦ ,ଶሻݔሺܦ … , ,௜ሻݔሺܦ ݅		  равно	଴ሻݔሺܦ െ ߪ ൅ 1, что противоречит определению 

системы типа ߪ. 
В общем случае, если в точке ݔ଴	нулю равны полиномы   

D൬
଴ݑ … ௡ݑ

ଵݔ ௥ାଵݔ௥ିଵݔ… … 	଴ݔ௡ାଵݔ
൰ ൌ 0, 

где r = 1, …, ߙଵ െ 1, ଵߙ ൅ 1,… , ݊	,…,௜ାଵߙ,௜ିଵߙ ൅ 1, в формулу (5) надо внести изменения: 
вместо первого слагаемого и знаменателя появятся  

	ሺെ1ሻ௡ାଵିఈೕା௜ି௝D ൬
଴ݑ … ௡ݑ

ଵݔ ఈೕାଵݔఈೕିଵݔ… … ൰ и Dቀ	ݔ௡ାଵݔ
௧భݑ … ௧೔ݑ
ఈభݔ … 	ఈ೔ݔ

ቁ, 

остальные определители изменятся соответственно. 
При x=ݔ଴ из аналога формулы (5) получим 

sign Dቀݔఈೕቁ ൌ ሺെ1ሻ௡ାଵି௜ sign	ܦ௡ାଶ		
௡ାଵ sign Dሺݔ଴ሻ sign	ሺെ1ሻఈೕା௝ܦఈೕ

௡ାଵ. 

Положим sign Dሺݔ଴ሻ ൌ ሺെ1ሻ௡ାଵି௜ sign 	ܦ௡ାଶ		
௡ାଵ , тогда:  	 

для случая А) имеем sign Dቀݔఈೕቁ ൌ ቈ
ሺെ1ሻఈೕା௝			при		ߙ௝ ൑ ߪ

ሺെ1ሻ௝							при			ߙ௝ ൐ ,ߪ
 

sign Dሺݔ଴ሻ ൌ ሺെ1ሻ௜ାଵ (j = 1, 2, …, i); 

для случая В) имеем sign Dቀݔఈೕቁ ൌ ቈ
ሺെ1ሻఈೕା௝			при		ߙ௝ ൑ ߪ

ሺെ1ሻ௝ െ 1							при			ߙ௝ ൐ ,ߪ
 

sign Dሺݔ଴ሻ ൌ ሺെ1ሻ௜ (j = 1, 2, …, i). 
Отсюда следует, что если даже ሺെ1ሻఈೕା௝	= േ1		для всех ߙ௝ ൑  то количество ,ߪ

перемен знака в ряду ܦ൫ݔఈభ൯, …,ఈమ൯ݔ൫ܦ , ,೔൯	ఈݔ൫ܦ ݔሺܦ
଴ሻ	не меньше iെߪ ൅ 1, т. е. опять 

получили противоречие.  
Наконец, если знаки ܦ௝

௡ାଵ распределены по любому другому закону, то рассмот-

рим из них такие два соседних, для которых ܦ௣௡ାଵܦ௣ାଵ
௡ାଵ ൏ 0. В наших рассуждениях в 

этом случае роль точки ݔ௡ାଶ будет играть точка 	ݔ௣ାଵ. Воспользуемся формулами: 
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	ሺെ1ሻ௡ାଵିఈೕା௜ି௝ିఉ೛,ഀೕ 		D ൬
଴ݑ … ௡ݑ

ଵݔ ఈೕାଵݔఈೕିଵݔ… ௣ାଶݔ	,௣ݔ… … ൰	ݔ	,௡ାଶݔ ൅ 

+∑ 	ሺെ1ሻ௡ାଵି௥ିఉ೛,ೝ௡ାଶ
௥ୀଵ,௥ஷఈೕ,೛శభ

ୈቆ
௨೟భ … ௨೟೔

௫ഀభ…ೣഀೕషభೣഀೕశభ
… ௫ഀ೔௫ೝ	

ቇ

ୈ൬
௨೟భ … ௨೟೔
௫ഀభ … ௫ഀ೔	

൰
 

Dቀ
଴ݑ … ௡ݑ

ଵݔ ௥ାଵݔ௥ିଵݔ… ௣ାଶݔ	,௣ݔ… … ቁ	ݔ	,௡ାଶݔ ൌ 

= 
ୈቆ

௨೟భ … ௨೟೔
௫ഀభ…ೣഀೕషభೣഀೕశభ

… ௫ഀ೔௫ೝ	
ቇ

ୈ൬
௨೟భ … ௨೟೔
௫ഀభ … ௫ഀ೔	

൰
	D ൬

଴ݑ … ௡ݑ
ଵݔ ௣ݔ	… …	௣ାଶݔ  ,௡ାଶ൰ݔ

(J = 1, …, I),         ߚ௣,௥ ൌ ൤	
1		при	р ൅ 1 ൏ ݎ
0		при	р ൅ 1 ൏    .ݎ

Остальные рассуждения остаются теми же. 

Теорема 3. Если в ряду ܦଵ,	
௜ ,…	,ଶܦ

௜ ௜ାଵܦ	
௜ 		൫	ܦ௝

௜ ് 0, ݆ ൌ 1, 2, … , ݅ ൅ 1൯	будет 

р	ሺ0 ൏ р	 ൏ 	݅ሻ	перемен знака, то в ряду дополнительных миноров		ܦ଴ଵ,
௜ ,…	,଴ଶܦ	

௜ о௜ାଵܦ	
௜ 		൫ܦ଴௝

௜ ്

് 0, ݆ ൌ 1, 2, … , ݅ ൅ 1൯	элементов любого другого столбца во всех минорах ݅ ൅ 1 порядка 
матрицы 

ቌ
ఈభ൯ݔ଴൫ݑ …… ఈభ൯ݔ௡൫ݑ

… … …
ఈ೔శభ൯ݔ଴൫ݑ …… . ఈ೔శభ൯ݔ௡൫ݑ

ቍ	(ߙଵ,	ߙଶ,	…,	ߙ௜ାଵ	– номера строк, фигурирующих в условии 

определения типа ߪ будет также р перемен знака и при равенстве нулю минора i-го по-
рядка. Все миноры этого порядка по этим столбцам равны нулю. 

Доказательство. Докажем сначала вторую часть теоремы. 

Пусть в определителе D൬
ଵݑ … ௜ାଵݑ
ఈభݔ … ఈ೔శభݔ

൰ ൌ 0	все дополнительные миноры j-того 

столбца отличны от нуля. Отсюда следует  
∑ ܿ௞ݑ௛൫ݔఈೖ൯
௜ାଵ
௞ୀଵ ൌ 0, ܿ௞ ് 0		ሺ݄ ൌ 1,… , ݅ ൅ 1ሻ.                                   (7) 

Действительно, если ср ൌ 0,	 то дополнительный минор элемента ݑ௝ሺݔఈ೛ሻ 

(1൑ ݆ ൑ ݅ ൅ 1, ଵߙ ൑ ௣߬ߙ ൑  .௜ାଵሻ, вопреки допущению, будет равен нулюߙ

Для определенности пусть дополнительный минор ݑ଴ ൫ݔఈభ൯ െ D൫ݔఈభ൯=0, но до-

полнительный минор D൫ݔఈమ൯ элемента того	же	столбца	ݑ଴ ൫ݔఈమ൯ отличен от нуля. Из 

равенства (7) имеем ݑ௛൫ݔఈమ൯ ൌ ∑ ܿ௞
଴௜ାଵ

௞ୀଵ,௞ஷଶ ఈೖ൯,   (h=1, 2, …, i+1, ܿ௞ݔ௛൫ݑ
଴ ൌ െ ௖ೖ

௖మ
). 

Подставим эти значения в D൫ݔఈభ൯	= 0 и представим в виде суммы определителей. 

Приравнивая к нулю определители с одинаковыми строками, получим сଵ
଴ D൫ݔఈమ൯ ൌ 0.	От-

сюда сଵ
଴ ൌ 0, сଵ ൌ 0, что невозможно. 
Первая часть теоремы следует из линейной зависимости строк матрицы, и ск 

пропорциональны минорам по любым i столбцам матрицы. 
Pሺݔሻ=∑ ܿ௞ݑ௞

௡
௞ୀ଴ ሺݔሻ, реализующий min௉ሺ௫ሻ maxሾ௔,௕ሿ|݂ሺݔሻ െ ܲሺݔሻ| ൌ  называется ,ܮ

полиномом, наименее уклоняющимся от функции fሺݔሻ. 
Теорема 4. Функции ݑ଴ሺݔሻ, ,ሻݔଶሺݑ … , ,ሻݔ௡ሺݑ ݂ሺݔሻ	непрерывны и линейно незави-

симы на ሾa, bሿ. Для того чтобы полином Р(х) наименее уклонялся от функции fሺݔሻ, 
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необходимо и достаточно, чтобы среди точек ሾa, bሿ, в которых достигается уклонение L, 
было i+1 точек ሼݔ௞ሽ௞ୀଵ

௜ାଵ (0 ൑ ݅ ൑ ݊ ൅ 1ሻ, для которых выполняются следующие условия: 

a) матрица ൭
…ଵሻݔଵሺݑ	ଵሻݔ଴ሺݑ ଵሻݔ௡ሺݑ െ݂ሺݔଵሻ

… … …
…௜ାଵሻݔଵሺݑ	௜ାଵሻݔଽሺݑ ௜ାଵሻݔ௡ሺݑ െ݂ሺݔ௜ାଵሻ

൱ 

имеет ранг, равный i+1; 
b) каждый базисный минор (т. е. минор i+1 порядка, отличный от нуля) этой 

матрицы содержит ее последний столбец; 
с) среди базисных миноров есть, по крайней мере, один d, у которого все алгеб-

раические дополнения ௝݀
௜элементов – fሺݔ௝ሻ отличны от нуля; 

d) sign	ൣܲ൫ݔ௝൯ െ ݂൫ݔ௝൯൧ ൌ ሺ݀݊݃݅ݏߜ ௝݀
௜ሻ (ߜ ൌ േ1, ݆ ൌ 1,… , ݅ ൅ 1ሻ. 

Теорема 5.	Для того чтобы для каждой непрерывной на ሾа, bሿ функции f(x) лю-
бой наименее уклоняющийся от нее полином P(x) обладал не менее 1+ߪ точечным аль-
тернансом, причем хотя бы для одной функции f(x), по крайней мере, один из наименее 
уклоняющихся от нее полиномов обладал точно 1+ߪ точечным альтернансом, необхо-
димо и достаточно, чтобы система ሼݑ௞ሺݔሻሽ௞ୀ଴

௡  была	на	ሾܽ, ܾሿ типа 0) ߪ൑ ߪ	 ൑ ݊ ൅ 1ሻ.  
Достаточность. Пусть система ሼݑ௞ሺݔሻሽ௞ୀ଴

௡  типа	σ	и	Рሺхሻ наименее уклоняется 
от f(x) на ሾa, bሿ.	Тогда по теореме наименьшее уклонение L=max௔ஸ௫ஸ௕|݂ሺݔሻ െ ܲሺݔሻ| до-
стигается в точках ݔଵ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ሺ0						௜ାଵݔ ൑ ݅ ൑ ݊ ൅ 1ሻ, для которых выполняются 
условия критерия a)–d). По критерию 

signൣ݂൫ݔ௝൯ െ ܲሺݔ௝ሻ൧=ߜሺെ1ሻ௝ܦ݊݃݅ݏ௝
௜ (ߜ ൌ േ1,ܦ௝

௜ ൌ േሺെ1ሻ௝ ௝݀, ݆ ൌ 1, ݅ ൅ 1ሻ. 

По определению системы типа ߪ и теоремы 2 в ряду ܦଵ
௜, ଶܦ

௜ , … , ௜ାଵܦ
௜   

ߪ) ൑ ݅ ൑ ݊ ൅ 1ሻ	не может быть более чем	݅ െ  .перемен знака ߪ

Следовательно, в ряду –ܦଵ
௜ , ଶܦ

௜ , … , ሺെ1ሻ௜ାଵܦ௜ାଵ
௜  будет не менее ߪ	перемен знака. 

Тогда sign	ൣ݂൫ݔ௝൯ െ ܲ൫ݔ௝൯൧, по крайней мере, в ߪ ൅ 1	точках ݔ௧భ ൏ ௧మݔ ൏ ⋯ ൏ - по	௧഑శభݔ

следовательно меняет знак, т. е. они будут точками альтернанса. 
Необходимость. Пусть любой полином Р(х), наименее уклоняющийся от функ-

ции f(x), обладает не менее ߪ ൅ 1 точечным альтернансом. Допустим, что, тем не менее, 
система ሼݑ௞ሺݔሻሽ௞ୀ଴

௡  типа r.  

Пусть r൏ ௝൯௝ୀଵݔ൫	 По определению системы типа r существуют точки	.ߪ
௜ାଵ

, для ко-

торых в соответствующем ряду ܦଵ
௜ , ଶܦ

௜ , … , ௜ାଵܦ
௜  будет точно i-r перемен знака. 

Положим f(a) = signൣെܦଵ
௜൧, f(ݔ௝ሻ ൌ ௝ܦሺെ1ሻ௝ൣ݊݃݅ݏ

௜൧ (j=1, …, i+1),  

f(b) = signൣሺെ1ሻ௜ାଵܦ௜ାଵ
௜ ൧, в остальных точках ሾܽ, ܾሿ	݂ሺݔሻ линейна. 

Допустим, что миноры ܦଵ
௜ , ଶܦ

௜ , … , ௜ାଵܦ
௜  в матрице ቀݑ௞൫ݔ௝൯ቁ

௥ୀ଴,	…,	௡

௝ୀଵ,		…,	௜ାଵ
	 расположены 

по столбцам с номерами ݐଵ, … ,  .௜ݐ
Тогда для любого полинома ܲሺܿ, ሻݔ ൌ ∑ ܿ௞

௡ାଵ
௞ୀଵ  ሻ имеемݔ௞ሺݑ
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ቦ
…ଵሻݔ௧భሺݑ ଵሻݔ௧೔ሺݑ ܲሺܿ, ଵሻݔ

… … …
…௜ାଵሻݔ௧భሺݑ ௜ାଵሻݔ௧೔ሺݑ ܲሺܿ, ௜ାଵሻݔ

ቧ 	ൌ

ൌ ܿଵ ቮ
…ଵሻݔ௧భሺݑ ଵሻݔ௧೔ሺݑ ଵሻݔ଴ሺݑ

… … …
…௜ାଵሻݔ௧భሺݑ ௜ାଵሻݔ௧೔ሺݑ ௜ାଵሻݔ଴ሺݑ

ቮ ൅ ⋯

൅	ܿ௡ାଵ ቮ
…ଵሻݔ௧భሺݑ ଵሻݔ௧೔ሺݑ ଵሻݔ௡ሺݑ

… … …
…௜ାଵሻݔ௧భሺݑ ௜ାଵሻݔ௧೔ሺݑ ௜ାଵሻݔ௡ሺݑ

ቮ ൌ 0. 

Действительно, определители при ск (к = 1, …, i+1) содержат одинаковые столб-
цы, а остальные	определители	݅ ൅ 1	порядка	матрицы 

ቀݑ௞൫ݔ௝൯ቁ
௥ୀ଴,	…,	௡

௝ୀଵ,		…,	௜ାଵ
, поэтому равны нулю. 

С другой стороны, 

ቮ
…ଵሻݔ௧భሺݑ ଵሻݔ௧೔ሺݑ ܲሺܿ, ଵሻݔ

… … …
…௜ାଵሻݔ௧భሺݑ ௜ାଵሻݔ௧೔ሺݑ ܲሺܿ, ௜ାଵሻݔ

ቮ	=∑ ሺെ1ሻ௝ܦ௝
௜௜ାଵ

௝ୀଵ ܲ൫ܿ, ௝൯ݔ ൌ 0.              (8) 

Рассмотрим наилучшее приближение функции f(x) полиномами 
ܲሺܿ, ,Наименьшее отклонение L=หܲ൫ܿ	ሻ.ݔ ௝൯ݔ െ ݂ሺݔ௝ሻห ൌ 	 หܲ൫ܿ, ௝൯ݔ െ ௝ܦሺെ1ሻ௝݊݃݅ݏ

௜ห ൌ 1,

൫݆ ൌ 1, 	2, … , ݅ ൅ 1൯. 
Действительно, допустив L ൏ 1, из предыдущего равенства получим 
signܲ൫ܿ, ௝൯ݔ ൌ ௝ܦሺെ1ሻ௝݊݃݅ݏ

௜, ൫݆ ൌ 1, 	2, … , ݅ ൅ 1൯, что противоречит (8). 
Для Р(с, х)≡ 0,		 L=1, поэтому Р(с,х)≡ 0	будет одним из полиномов, наименее 

уклоняющимся от f(x). Для него имеем signቀܲ൫ܿ, ௝൯ݔ െ ݂൫ݔ௝൯ቁ ൌ െ݊݃݅ݏሺെ1ሻ௝ܦ௝
௜. 

В ряду ܦଵ
௜ , െܦଶ

௜ , … , ሺെ1ሻ௜ାଶܦ௜ାଵ
௜ , в силу допущения, будет ݎ перемен знака. 

Следовательно, полином Р(с, х)≡ 0 обладает r+1൏ ߪ ൅ 1 очечным альтернансом, 
что противоречит условию. 

По определению типа ߪ существует система точек ሼݔ௞ሽ௞ୀଵ
௡ାଵ, для которой в ряду 

ଵܦ	
௜ , ଶܦ

௜ , … , ௜ାଵܦ
௜  будет точно iെߪ перемен знака. Повторяя только что приведенные рас-

суждения, найдем функцию, для которой наименее уклоняющийся от нее полином  
Р(с, х)≡ 0 обладает точно	ߪ точечным альтернансом. 

Пусть r൐ ,Тогда для любой непрерывной на ሾa	.ߪ bሿ функции ݂ሺݔሻ все наименее 
уклоняющиеся от нее полиномы обладают не менее ݎ ൅ 1	точечным альтернансом, то 
есть не существует	݂ሺݔሻ,	 для которого хотя бы один из наименее уклоняющихся от нее 
полиномов обладает точно ߪ ൅ 1 точечным альтернансом, что невозможно. 

Замечание. При приближении системой Чебышева матрица а) в Теореме 4 имеет 
ранг ݊ ൅ 1		и все дополнительные миноры последнего столбца отличны от нуля и одно-
го знака. В этом случае наличие ݊ ൅ 2 точечного альтернанса достаточно для того, что-
бы соответствующий полином наименее уклонялся от данной функции. При прибли-
жении полиномами по линейно независимой системе типа 0)ߪ൑ ߪ	 ൑ 	݊ሻ подобного 
критерия уже нет. Если для полинома Р(х) точки ݔଵ, -ఙାଵ являются точками альݔ	,...	,ଶݔ

тернанса и, кроме того, матрица ൛ݑ௝ሺݔ௜ሻൟ௝ୀଵ…௡ାଵ
௜ୀଵ…ఙାଵ

 имеет ранг	ߪ, Рሺхሻ наименее уклоняет-

ся от данной функции. 
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Замечания относительно структуры многогранника наилучшего приближения. 
Известно ሾ1ሿ, что: 

– при приближении функции полиномами по линейно независимой системе типа 
ሺ0	ߪ ൑ ߪ ൑ 	݊ ൅ 1ሻ наилучшее приближение достигается на минимальном подмноже-
стве точек ݔଵ, … , ߪሺ	௜ାଵݔ ൑ ݅ ൑ n ൅ 1ሻ;  

– все полиномы наилучшего приближения данной функции принимают одина-
ковые значения в точках минимального подмножества; 

– многогранник наилучшего приближения будет n мерным; 
– все полиномы наилучшего приближения обладают, по крайней мере, ߪ ൅ 1	 то-

чечным альтернансом, что следует из теоремы 5. 
Возникает вопрос: не содержатся ли в многограннике наилучшего приближения 

любой функции наименее уклоняющиеся от нее полиномы, обладающие 
ߪ ൅ 1, ߪ ൅ 2,… , ݊ ൅ 2 точечным альтернансом. 

Пример 1. Функции ݑଵሺݔሻ ≡ 1, ሻݔଶሺݑ ൌ ,ሾെ2	ଶ наݔ 3ሿ образуют систему типа ߪ ൌ 1.	 
При приближении полиномами Рሺхሻ ൌ сଵ ൅ сଶхଶ	функции 

Fሺݔሻ ൌ ൦

0		при	х ൌ െ2, 3																																												
1		при	х ൌ െ		1																																														
െ1	при	х ൌ 1																																																	
линейна	в	остальных	точках			ሾെ2, 3ሿ

 

многогранник наилучшего приближения	ቄс	ሺ1 െ 	хଶሻ	, െ ଵ

଼
൑ с ൑ ଵ

଼
	ቅ. 

В этом одномерном многограннике один полином 
ଵ

଼
ሺ1 െ хଶሻ обладает трехто-

чечным альтернансом (хଵ ൌ െ1, хଶ ൌ 1, хଷ ൌ 3ሻ, а все остальные – двухточечным. Если 

положим ଵ݂(-2)=
଺

଼
, а в остальном сохраняются те же свойства f(x), то в многограннике 

наилучшего приближения ଵ݂ሺݔሻ		ቄс	ሺ1 െ 	хଶሻ	, െ ଵ

଼
൑ с ൑ ଵ

ଵଶ
	ቅ все полиномы обладают 

только двухточечным альтернансом. 
Пример 2. Функции ݑଵሺݔሻ ≡ 1, ሻݔଶሺݑ ൌ ,ଶݔ ሻݔଷሺݑ ൌ ,ሾെ2	ସ наݔ 3ሿ образуют си-

стему типа ߪ ൌ 1.	 При приближении полиномами Рሺхሻ ൌ сଵ ൅ сଶхଶ ൅ сଷхସ функции 
 

Fሺݔሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
଻

଼
			при	х ൌ െ2		и		0	при	х ൌ 3																																										

1		при	х ൌ െ1																																																																									
െ1	при	х ൌ 1																																																																											
линейна	в	остальных	точках			ሾെ2, 3ሿ																								

 

многогранник наилучшего приближения 

൞
ሺ1ߙ െ хଶሻ, ሺ1ߚ െ хସሻ, ሺ1ߙݐ െ хଶሻ ൅ ሺ1 െ ሺ1ߚሻݐ െ ,ସሻݔ െ

1
8
൑ ߙ ൑

1
24

,

െ
1
80

൑ ߚ ൑
1
120

	, 0 ൑ ݐ ൑ 1	
ൢ 

двухмерный и все полиномы обладают только двухточечным альтернансом. 
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The paper defines the type of system of continuous and linearly independent functions on 
[a, b]. The properties of systems of functions of various types are proved. The theorem is demonstrat-
ed: for every continuous function f(x) on [a, b], any least evasive polynomial P(x) has the amount of at 
least σ+1 point alternance, if only for one function f(x), at least one of the least evasive polynomials 
has exactly σ+1 point alternance, it is necessary and sufficient for the system of  functions to be on [a, 
b] of σ type.  
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