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Предложено представление квантового преобразования Фурье (КвПФ) на основе дис-
кретной модели (ДМ) квантово-механической системы, включающей 2nN   базисных состоя-
ний, которая включает в себя 2(N–1) независимых элементов. Представление основано на од-
нотипных операциях (вентилях): Адамара и с контролируемой фазой. Показана возможность 
распределенного моделирования КвПФ путем варьирования только N элементов ДМ. 
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Введение 
Исследования в области квантовой обработки информации являются актуальным 

и перспективным научным направлением [1–8]. Вместе с тем существуют физические 
барьеры, связанные с реализацией квантово-механических систем (КМС), включающих 
в себя множество базисных состояний [4, 7]. В данной связи представляют интерес за-
дачи, связанные с математическим моделированием КМС [6, 9–12]. 

В [13] предложена дискретная модель (ДМ) КМС, включающая N базисных со-
стояний, которую обозначим как КМС(N). Состояние КМС(N) представимо на основе 
2(N–1) параметров, а изменение ее состояния – на основе операций умножения над эле-
ментами поля Галуа [14], выполняемых параллельно. В [15] показано, что ДМ КМС(N) 
представима на основе системы однотипных нелинейных полиномиальных функций 
[16–20], реализуемых на распределенных вычислительных системах с программируе-
мой архитектурой (РВС ПА) [21], элементами которых являются программируемые ло-
гические интегральные схемы (ПЛИС) класса FPGA [22]. 

В работе предложено представление квантового преобразования Фурье (КвПФ) 
[23], которое основано на определении в рамках ДМ КМС(N), где N = 2n, квантового 
алгоритма, включающего в себя известные квантовые вентили: однокубитный вентиль 
Адамара и двухкубитный вентиль с контролируемой фазой. Указанное представление 
позволяет отобразить воздействие КвПФ на КМС(N), состояние которой описано 
 2 1N   элементами заданной ДМ путем распределенного варьирования элементов дан-

ной ДМ КМС(N) при заданном значении 2nN  . 
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Дискретная модель квантово-механической системы 
с N базисными состояниями 

КМС(N) общего вида описывается конечномерным гильбертовым (унитарным) 
пространством – H, H N    [1, 2]. Состояние КМС(N) с базисными состояниями j , 

0, 1j N   описывается как вектор-столбец (кет-вектор) [2, 3] 

 0 1
0 1... N

Ti i
Nr e r e  
 ,      (1) 

где 
1 2
0

1
N

jj
r




 . Система с конечным числом базисных состояний (уровней, измере-

ний H) представляет интерес с точки зрения квантовой обработки информации. Изме-
нение состояния КМС, представленной в виде (1), описывается квантовым вентилем 
(КВ) – матрицей G размерности N N  [4]. 

ДМ КМС(N) описывается при использовании графовой модели – двоичного (би-
нарного) дерева T [13]. Число его вершин, являющихся листьями, равно числу базис-
ных состояний КМС(N), а число его узлов ветвления  1N   определяет количество па-

раметров, описывающих амплитудные и фазовые составляющие данной модели – 
 2 1N   [15]. Варьирование состояния ДМ КМС(N), описываемое системой (1), задано 

квантовым вентилем, унитарной матрицей размерности N N  вида AG G G , где мат-

рицы G  и AG  размерности N N  определяют варьирование фазовой и амплитудной 

составляющей ДМ КМС(N) соответственно. В [13, 15] сформулированы две теоремы. 
Теорема 1. Квантово-механическая система, имеющая N базисных состояний и 

определенная согласно (1), представима в виде вектора, включающего  2 1N   пара-

метров 

 0 2 0 2, ..., , , ...,N Nt t    ,      (2) 

где  0 2, ..., N    определяют амплитудные составляющие элементов вектора (1), а 

 0 2, ..., Nt t   – фазовые составляющие (1). 

Теорема 2. Операция по варьированию состояния квантово-механической систе-
мы, имеющей N базисных состояний и определенной на основе (1), представлена век-
тором, включающим  2 1N   параметр 

 0 2 0 2, ..., , , ...,N Nt t       ,     (3) 

который однозначно определяет квантовый вентиль AG G G , где G  и 
AG  имеют раз-

мерность N N . G  задана параметрами  0 2, ..., Nt t    и описывает варьирование фа-

зовых составляющих, а AG  – параметрами  0 2, ..., N     и описывает изменение ам-

плитудных составляющих элементов вектора (1). 
Пример. Для КМС(4), заданной согласно (2),  0 2 0 2, ..., , , ...,t t  , элементы кет-

вектора вида (1) представимы согласно [13] по формулам    0 0 1cos cosr   , 

   1 0 1cos sinr   ,    2 0 2sin cosr   ,    3 0 2sin sinr   , 0 t   , 1 1t t   , 

2 0t t   , 3 0 2t t t    .  
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Моделирование квантовых вентилей на основе  
дискретной модели квантово-механической системы 

КвПФ основано на двух однотипных операциях, описываемых оператором Ада-
мара над одним кубитом (или двумя базисными состояниями КМС(N)) и вентилем с 
контролируемой фазой (ВКФ) над двумя кубитами (или четырьмя базисными состоя-
ниями КМС(N)), N = 2п. Рассмотрим представление указанных операций над ДМ 
КМС(N) вида (1). 

Оператор Адамара, воздействующий на два базисных состояния КМС(N) – 2 j  и 

2 1j  , представим в виде: 1 11

1 12
jA

 
   

, 0, 2 1j N  . Рассмотрим параметры j b   

и j b  , 0, 2 1j N  , 2 1b N   векторов вида (2) и (3) соответственно. Для пред-

ставленной модели имеет место 
Утверждение 1. Воздействие оператора Адамара Aj на базисные состояния 

КМС(N), 2nN  , 2 j , 2 1j   описывается элементом j b   вектора (3), вычисленно-

го на основе элемента j b   вектора (2)  

4j b j b      ,     (4) 

где 0, 2 1j N  , 2 1b N  , и элементом j bt   вектора (3) j bt   . 

ВКФ, который воздействует на четыре базисных состояния КМС(N) – 2 j , 2 1j  , 

2k  и 2 1k  ,  2 1 0N k j    , представим в виде матрицы: 
,

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0

j kS

D

 
 
 
 
 
 

, 

 ( )exp 2 k jD i    ,  0 2 1j k N    . Рассмотрим элементы j bt  , k bt  , j bt  , 

k bt  , j k , , 0, 2 1j k N  , 2 1b N   векторов вида (2) и (3) соответственно. Спра-

ведливо 
Утверждение 2. Воздействие вентилем с контролируемой фазой 

,j kS  на базисные 

состояния КМС(N), N = 2п, 2 j , 2 1j  , 2k  и 2 1k   описывается элементом 

( )2 k j
k bt  
   вектора (3) на элемент k bt   вектора (2), 2 1b N  , 1, 2 1k j N    

при заданном 0, 2 2j N  . 

Реализация КвПФ над КМС(N), 2nN   предполагает выполнение квантового ал-
горитма в виде определенной последовательности воздействий на ее заданные базис-
ные состояния, описываемые квантовыми вентилями вида 

jA  и 
,j kS , 1, 2 1k j N   , 

0, 2 2j N  . Данная последовательность имеет вид [22]: 2 1NA  , 2 2, 2 1N NS   , 2 2NA  , 

2 3, 2 1N NS   , 2 3, 2 2N NS   , …, 1A , 0, 2 1NS  , …, 0,1S , 0A . То есть вентили Адамара при-

меняются в обратном порядке к парам базисных состояний КМС(N) с номерами от 
2 1N   до 0. В промежутках между вентилями Адамара 1jA   и jA  применяются венти-

ли ,j kS  для 2 1, 1k N j    при заданном 2 2,0j N  . Согласно утверждениям 1 и 2, 
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указанные воздействия на КМС(N), 2nN   могут быть представлены в рамках предло-
женной ДМ [13, 15] и вычислены распределенно путем варьирования различных эле-
ментов вектора (2) по квантовым вентилям, которые описываются соответствующими 
элементами вектора (3). Различные вентили Адамара оказывают воздействия j b   , 

описанные согласно (4), на соответствующие элементы j b   вектора (2), 0, 2 1j N  , 

2 1b N  . Совокупность воздействий, описываемых вентилями Адамара, на элементы 

j bt   вектора (2), 0, 2 1j N  , 2 1b N  , и вентилями с контролируемой фазой ,j kS , 

1, 2 1k j N   , 0, 2 2j N  , в рамках КвПФ представлена как воздействия вида:  

2 1Nt   ,   1
1 2

v b l
v l

t   


   ,    (5) 

где 2, 2v N N  , 2 1b N  . При этом вентили Адамара и вентили с контролируе-

мой фазой воздействуют на различные параметры независимо друг от друга и порядок 
их воздействия не имеет значения в рамках ДМ КМС(N). Имеет место 

Замечание. При описании КвПФ на основе ДМ КМС(N), 2nN   параметры a , 

at  вектора (2) и параметры a , at  вектора (3), 0, 1a b  , 2 1b N   не задейство-

ваны. 
На основе вышеизложенного справедливо 

Утверждение 3. Воздействие КвПФ на КМС(N), 2 nN   представлено как рас-
пределенные воздействия, задаваемые согласно (4) – на параметры j b  , 0, 2 1j N  , 

и согласно (5) – на параметры vt , 2 1, 2v N N   , 2 1b N  . 

Согласно утверждению 3 и замечанию оценим вычислительную сложность моде-

лирования КвПФ КМС(N), 2nN   на основе ДМ, состояние которой представлено со-
гласно (2), а варьирование ее состояния – согласно (3). Для представления ДМ КМС(N), 
N = 2п требуется  2 1N   элементов, из которых варьируется только N: 2N  элементов 

меняют свое значение согласно формуле (4), остальные – согласно формуле (5). 
 

Заключение 
Предложено представление квантового преобразования Фурье при использовании 

ДМ КМС(N), 2nN   путем распределенного варьирования N из  2 1N   элементов ука-

занной ДМ. Вычислены значения величин, на которые производится варьирование эле-
ментов ДМ заданной КМС(N). Данное обстоятельство позволяет выполнять моделиро-
вание указанного квантового алгоритма при использовании распределенных вычисле-
ний. Показано, что количество варьируемых параметров предложенной дискретной мо-
дели возрастает линейно с ростом количества базисных состояний КМС(N). 
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