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В статье дается определение типа системы непрерывных и линейно независимых на [a, b] 

функций. Приведены примеры систем различных типов. Доказана теорема: каждая система из  
n + 1 непрерывных, линейно независимых на [a, b] функций будет определенного типа	
	0൑ ߪ ൑ ݊ ൅ 1. 
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Непрерывные на ሾа, ܾሿ	 функции 	ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀ଴

௡ , для которых определитель 

(1)   Dቀ
,଴ݑ … , ௡ݑ
ଵݔ … , ௡ାଵݔ

ቁ=อ
ଵሻݔ଴ሺݑ … . . ଵሻݔ௡ሺݑ
… … …

௡ାଵሻݔ଴ሺݑ … . ௡ାଵሻݔ௡ሺݑ
อ ് 0 

для любого набора различных точек ሼݔ௞ሽ௞ୀ଴
௡ ∈ ሾܽ, ܾሿ, называется системой Чебышева. 

Определение. Систему непрерывных и линейно независимых на ሾܽ, ܾሿ	 функций 
	ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀ଴

௡ 	назовем системой типа ߪ ሺ0 ൑ ߪ ൑ ݊ሻ, если: 
1) для любого набора точек a ൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௡ାଵݔ ൑ ܾ в определителе  

D	ቀ
,଴ݑ … , ௡ݑ
,ଵݔ … , ௡ାଵݔ

ቁ ൌ 0 существуют I + 1 строк 	ሺߪ ൑ ݅ ൑ ݊ሻ,		по которым все миноры  

i + 1 порядка равны нулю; 
2) по крайней мере в одном таком миноре	݅ ൅ 1 порядка все дополнительные ми-

норы ܦ௜
௝ሺ݆ ൌ 1, 2, … , ݅ ൅ 1ሻ элементов хотя бы одного столбца отличны от нуля, и в ряду 

ଵܦ
௜ , ଶܦ

ଶ, … , ௜ାଵܦ
௜  имеется не более i-ߪ	перемен знака, причем найдется набор  

точек 	ሼݔ௞ሽ௞ୀଵ
௡ାଵ,	 для которого в этом ряду будет точно i-ߪ перемен знака. 

Тип системы функций Чебышева положим равным n + 1. 
Приведем примеры систем функций различных типов.  
1.	Функции	ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ

௡ାଵ будут системой типа n, если для всех точек 

ሼݔ௜ሽ௜ୀଵ
௡ାଵ 	∈ ሾܽ, ܾሿ, в	которых		Dቀ

,଴ݑ … , ௡ݑ
,ଵݔ … , ௡ାଵݔ

ቁ ൌ 0, дополнительные миноры 

௜ܦ	
௡	ሺ݅ ൌ 1, 2, … , ݊ ൅ 1ሻ отличны от нуля и одного знака. Это будет, например, если n 

функций образуют систему Чебышева. 
2. Тип системы функций ሼݔ௥೔ሽ௜ୀଵ

௡ାଵ, где ݎଵ ൏ ଶݎ ൏ ⋯ ൏  ௡ାଵ – натуральные числаݎ
при 0	൏ а	 ൏ ܾ ൏ ∞	ሺെ∞ ൏ ܽ ൏ ܾ ൏ 0ሻ, будет типа n + 1 ሾ1ሿ.  

3. Тип системы x,	ݔଶ, … , ,ሾܽ	௡ାଵ наݔ ܾሿ	ሺܽ ൑ 0 ൑ ܾሻ равен нулю, ибо при ݔ௜ ൌ 0 все 
миноры по этой строке равны нулю. 

4. Функции ݑ௞ିଵሺݔሻ ൌ ሼ1 െ ௞ିଵሽ௞ୀଶݔ݇
௡ାଵ образуют систему типа ߪ	0 = на ሾ0, 1ሿ. 
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В каждом определителе Dቀ
,ଵݑ … , ௡ݑ
,ଵݔ … , ௡ݔ

ቁ ൌ 0 миноры ܦଵ
௡ିଵ, ଶܦ

௡ିଵ, … , -௡௡ିଵ по перܦ

вым n – 1 столбцам отличны от нуля и в этой последовательности будет n-1-0 перемен 
знака. Ввиду громоздкости доказательства  ограничимся ݊ ൌ 3. 

Dቆ
,ଶݑ,ଵݑ ଷݑ
0, ଵ

ଶ
, 1 ቇ	=ቮ

1 1 1
0 ଵ

ସ

ଵ

ଶ
െ1 െ2 െ3

ቮ ൌ ଵܦ ,0
ଶ ൌ ቤ 0

ଵ

ଶ
െ1 െ2

ቤ ൐ 0, ଶܦ
ଶ ൏ 0, ଷܦ

ଶ ൐ 0, 

т. е. в ряду ܦଵ
ଶ, ଶܦ

ଶ, ଷܦ
ଶ имеется i-0 = 2–0 = 2 перемен знака. Примеры 3 и 4 показывают 

необходимость обоих пунктов определения типа системы. 
5. Функции ݑ௞ሺݔሻ ൌ ,ଶ௞ݔ ݇ ൌ 0, 1, 2, … , ݊ образуют систему типа 1 на [a, b] при 

a˂0˂b. Определитель (1) равен нулю при x1 = – x2 все миноры второго порядка по двум 
строкам равны нулю. В каждом таком миноре ܦଵ

ଵ, ଶܦ	
ଵ одного знака. 

6. Тип системы функций	൛ݔ௜ൟ
௜ୀ଴

௡
 на любом ሾܽ, ܾሿ, െ∞ ൏ ܽ ൏ ܾ ൏ ∞	равен n + 1, ибо 

определитель Вандермонда 

D൬1, ,ݔ ,ଶݔ … , ௡ݔ

,଴ݔ ,ଵݔ … , ௡ݔ
൰ ൌ ∏ 	൫ݔ௝ െ ௜൯଴ஸ௜ழ௝ஸ௡ݔ  ് 0. 

7. Исключив из системы функций	൛ݔ௜ൟ
௜ୀ଴

௡
		функцию	ݔ௡ିଵ, получим 

D൬ 1, ,ݔ … , ௡ିଶݔ ௡ݔ

,଴ݔ ,ଵݔ … , ௡ିଵݔ
൰ ൌ ∏ ൫ݔ௝ െ ௜൯଴ஸ௜ழ௝ஸ௡ିଵݔ ሺ∑ ௜ݔ

௡
௜ୀ଴ ሻ. 

При a൏ 0 ൏ ܾ	сумма ∑ ௜ݔ
௡
௜ୀ଴ 	может	равняться	нулю. Тип	системы	݊ െ 1. 

8. Исключив из системы 	൛ݔ௜ൟ
௜ୀ଴

௡
		функции		ݔ௡ିଶ,  получим	௡ିଵ,ݔ

D൬ 1, ,ݔ … , ,௡ିଷݔ ௡ݔ

,଴ݔ ,ଵݔ … , ௡ିଶݔ
൰ ൌ ∏ 	൫ݔ௝ െ ௜൯଴ஸ௜ழ௝ஸ௡ିଶݔ ൫∑ ௝ݔ௜ݔ

௡ିଶ
௜,௝ୀ଴ ൯ ് 0 

на любом сегменте ሾܽ, ܾሿ, так	как	квадратичная	форма	 ∑ ௝ݔ௜ݔ
௡ିଶ
௜,௝ୀ଴ ൐ 0	.		 

Тип системы равен n – 1. 

9. Исключив из системы	൛ݔ௜ൟ
௜ୀ଴

௡
		функции	ݔ௡ିଷ	ݔ௡ିଶ,   получим		௡ିଵ,ݔ

D൬ 1, ,ݔ … , ,௡ିସݔ ௡ݔ

,଴ݔ ,ଵݔ … , ௡ିଷݔ
൰ ൌ ∏ 	൫ݔ௝ െ ௜൯଴ஸ௜ழ௝ஸ௡ିଷݔ ൫∑ ௜ݔ

௞భݔ௝
௞మ௡ିଷ

௜,௝ୀ଴ ൯, 

݇ଵ ൅ ݇ଶ ൌ 3. При a	൏ 0 ൏ b определитель может обратиться в нуль.  
Пусть n – четное число. Положив ݔ଴ ൌ െܿଵ	,ݔ௡ିଷ ൌ ܿ ൐ 0	, получим 

෍ ௜ݔ
௞భݔ௝

௞మ

௡ିଷ

௜,௝ୀ଴

ൌ෍ 2ܿଵ
ଶ

௡ିସ

௜ୀଵ
௜ݔ ൅ ෍ ௜ݔ

௞భݔ௝
௞మ

௡ିସ

௜,௝ୀଵ

. 

Далее, положив ݔଵ ൌ െܿଶ, ܿ௡ିସ ൌ ܿଶ ൏ ܿଵ, получим 
∑ ௜ݔ

௞భݔ௝
௞మ௡ିଷ

௜,௝ୀ଴ ൌ ∑ 2ܿଵ
ଶ௡ିହ

௜ୀଶ ௜ݔ ൅	∑ 2ܿଶ
ଶ௡ିହ

௜ୀଶ ௜ݔ 	൅ ∑ ௜ݔ
௞భݔ௝

௞మ௡ିହ
௜,௝ୀଶ . 

Выбрав сଵ ൐ сଶ ൐ ⋯ ൐ с೙షమ
మ
൐ 0, получим в сумме нуль. При нечетном n  положим 

с೙షయ
మ

 = 0 и повторим наши рассуждения. Тип системы n – 2. 

Далее предполагается хଵ ൏ хଶ ൏ ⋯ ൏ х௡ାଵ и вместо ∏ ൫ݔ௝ െ ௜൯ଵஸ௜ழ௝ஸ௡ାଵݔ  
шем	∏ሺ1, ݊ ൅ 1ሻ. 

10) Рассмотрим систему функций 1, ,ݔ … , ,௡ିଶݔ ,௡ݔ ௡ାଵݔ ൅ ,ሾെа	 ௡ିଵ наݔ݌ аሿ. 
Покажем, что при любом p>0 тип системы равен n. 

ܦ ൬ 1, ,ݔ … , ,௡ିଶݔ ,௡ݔ ௡ାଵݔ ൅ ௡ିଵݔ݌

,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ାଵݔ
൰ ൌ ܦ	 ൬ 1, ,ݔ … , ,௡ିଶݔ ,௡ݔ ௡ାଵݔ

,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ାଵݔ
൰ ൅	
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+ р D൬ 1, ,ݔ … , ,௡ିଶݔ ௡ݔ ௡ିଵݔ

,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ାଵݔ
൰ ൌ ∏ሺ1, ݊ ൅ 1ሻ ൫∑ ௝ݔ௜ݔ െ ௡ାଵ݌

௜,௝ୀଵ,௜ஷ௝ ൯ ൌ 0. 

При ∑ ௜ݔ
௡
௜ୀଵ ് 0, ௡ାଵݔ	 ൌ

௣ି∑ ௫೔௫ೕ
೙
೔,ೕసభ,೔ಯೕ

∑ ௫೔
೙
೔సభ

	 и а такой, чтобы ݔ௡ାଵ ∈ ሾെܽ, ܽሿ. 

Покажем, что в равном нулю определителе, т. е. ∑ ௝ݔ௜ݔ െ ௡ାଵ	݌
௜,௝ୀଵ,௜ஷ௝ = 0, все миноры 

по первым n столбцам отличны от нуля и одного знака. 
Для упрощения вычислений положим n = 4 и пусть равен нулю минор 

D൬ 1, ,ଶݔ ଷݔ ସݔ

,ଵݔ ,ଶݔ ,ଷݔ ସݔ
൰ ൌ ∏ሺ1,4ሻ∑ ௜ݔ

ସ
௜ୀଵ ൌ 0. Выразим 	хଵ ൌ െхଶ െ хଷ െ хସ и 		

0 ൌ ∑ ௝ݔ௜ݔ െ ݌ ൌ ∑ ሺെݔଶ െ ଷݔ െ ସሻହݔ
ூୀଶ

ହ
௜,௝ୀଵ,௜ஷ௝ ௜ݔ ൅ ∑ ௝ݔ௜ݔ െ ݌ ൌହ

௜,௝ୀଶ,௜ஷ௝ -∑ ௝ݔଶݔ െ ହ݌
௜,௝ୀଶ ൏

˂		0,	так как квадратичная форма положительна. 
Получили противоречие. Чтобы доказать равенство знаков миноров, допустим 

∑ ௜ݔ ൏ 0,௡
௜ୀଵ ∑ ௜ݔ

௡ାଵ
௜ୀଶ ൐ 0. Из этих неравенств и упорядоченности точек ݔ௜ следует	

ଵݔ	 ൏ 0, ௡ାଵݔ ൐ 0, 
0൐ ∑ ௜ݔ 	∑ ௜ݔ 	ൌ ∑ ௜ݔ

ଶ௡
௜ୀଶ 	௡ାଵ

௜ୀଶ ൅ 2∑ ௝ݔ௜ݔ
௡
௜,௝ୀଶ,௜ஷ௝ ൅ 	ଵݔ

௡
௜ୀଵ ∑ ௜ݔ

௡ାଵ
௜ୀଶ ൅ ௡ାଵݔ ∑ ௜ݔ

௡
௜ୀଵ ൌ	

ൌ ∑ ௜ݔ
ଶ௡

௜ୀଶ ൅ 2∑ ௝ݔ௜ݔ
௡ାଵ
௜,௝ୀଵ,௜ஷ௝ െ ଵݔ ∑ ௜ݔ

௡ାଵ
௜ୀଶ െ ௡ାଵݔ ∑ ௜ݔ

௡
௜ୀଵ =∑ ௜ݔ

ଶ௡
௜ୀଶ ൅ ݌2 െ ଵݔ ∑ ௜ݔ

௡ାଵ
௜ୀଶ െ

– ௡ାଵݔ ∑ ௜ݔ
௡
௜ୀଵ ൐ 0.	Получили противоречие. 

11. Система типа ߪ ሺ1 ൑ ߪ ൑ ݊ሻ. 
На сегменте ሾെа, ܾሿ	ሺа ൐ 0ሻ	определим непрерывные функции: 

ሻݔଵሺݑ ൌ 1, ሻݔଶሺݑ ൌ …,ݔ , ሻݔఙሺݑ ൌ ,ఙିଵݔ ሻݔ௞ାଵሺݑ ൌ ൤
0	, ݔ ∈ ሾെܽ, ܽሿ

௞ݔ െ ܽ௞, ݔ ∈ ሾܽ, ܾሿ
 k =	ߪ, … , ݊ ൅ 1. 

При –а	൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൑ ௡ାଵݔ ൑ ܽ в определителe 

ቮ
ଵݔ	1 … ଵݔ

ఙିଵ	0… 0
…… . …… . …

௡ାଵݔ	1 … ௡ାଵݔ
ఙିଵ	0… . 0

ቮ	= 0 

все миноры ߪ ൅ 1	порядка равны нулю, а в миноре, расположенном по первым ߪ ൅ 1 
столбцам и строкам, все дополнительные миноры нулевого столбца одного знака. При  
а൏ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൑ ௡ାଵݔ ൑ ܾ определитель 

ቮ
ଵݔ	1 … ଵݔ

ఙିଵ	ݔଵ
ఙ … ଵݔ

௡ାଵ

…… …… …
௡ାଵݔ	1 … ௡ାଵݔ

ఙିଵ	ݔ௡ାଵ
ఙ … ௡ାଵݔ

௡ାଵ
ቮ ് 0, 

так как это система Чебышева. При –а൏ ଵݔ ൏ ఙݔ⋯ ൑ а ൏ ⋯ ൑ ௡ାଵݔ ൑ ܾ   наш опреде-
литель равен произведению определителей 

ቮ
1 ଵݔ … ଵݔ

ఙିଵ

… … , , ,
1 ఙݔ … ఙఙିଵݔ

ቮ ቮ
ఙାଵݔ
ఙ … ఙାଵݔ

௡ାଵ

… … …
௡ାଵݔ
ఙ … !௡ାݔ

௡ାଵ
ቮ ് 0, 

так как функции 1, х, …,	хఙିଵобразуют систему Чебышева на любом промежутке, а 
функции хఙ, …,	х୬ାଵ образуют систему Чебышева на ሾܽ, ܾሿ0 ൏ ܽ ൏ ܾ.	При других рас-
положениях точек получится сумма неравных нулю определителей. 

12. Функции x – 1, xଶ, … , x୬ образуют систему типа n–1 на ሾെ1, 1ሿ ሾ2ሿ. 
Теорема. Любая линейно независимая система непрерывных на ሾܽ, ܾሿ функций 

ሼݑ௞ሺݔሻሽ௞ୀ଴		
௡  будет определенного типа ߪ	ሺ0 ൑ ߪ ൑ ݊ ൅ 1ሻ. 

Доказательство.	Тип системы Чебышева, когда	Dቀ
଴ݑ … ௡ݑ
ଵݔ … ௡ାଵݔ

ቁ ് 0	для любых	

различных точек нашего сегмента равен	n	൅	1.	
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Рассмотрим всевозможные совокупности точек	 ቄݔଵ
ሺ௞ሻ, ଶݔ

ሺ௞ሻ, … , ௡ାଵݔ
ሺ௞ሻ ቅ,	 для которых 

определитель равен нулю. Обозначим через	 ݅௞ ൅ 1	минимальное количество строк, по 
которым все миноры	݅௞ ൅ 1	порядка равны нулю. 

Положим 	ߤଵ ൌ min	ሺ݅௞ሻ	по	ቄݔ௝
ሺ௞ሻቅ

௝ୀଵ

௡ାଵ
.	Далее пусть в ряду	ܦଵ

௜ೖ, ଶܦ
௜ೖ, … , ௜ೖశభܦ

௜ೖ 	для	со-

ответствующей системы точек имеется	݅௞ െ  .перемен знака	௞݌

Положим 	ߤଶ ൌ min	ሺр௞ሻ по	ቄݔ௝
ሺ௞ሻቅ

௝ୀଵ

௡ାଵ
.	Тип системы	ߪ ൌ ݉݅݊൛ߤଵ,	ߤଶൟ.	
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The paper defines the type of system of continuous and linearly independent functions on [a, b]. 

Examples of different types of systems are given. The theorem is proved: each system of n + 1 contin-
uous, linearly independent functions on [a, b] will be of a certain type 0	൑ ߪ ൑ ݊ ൅ 1. 
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