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Исследуются вопросы q-устойчивости (  q1 ) решений одной гибридной системы 

Ито с последействием относительно начальных данных. Для этого применяются идеи и мето-
ды, разработанные Н.В. Азбелевым и его учениками для исследования вопросов устойчивости 
решений детерминированных функционально-дифференциальных уравнений. Получены доста-
точные условия q-устойчивости и экспоненциальной q-устойчивости (  q2 ) решений 
исследуемой системы в терминах параметров уравнений системы.  

 
Ключевые слова: устойчивость решений, дифференциальные и разностные уравнения 

Ито, метод вспомогательных уравнений. 
 

Введение 
В настоящее время все больший интерес у исследователей вызывают процессы, 

которые описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями Ито и раз-
ностными уравнениями Ито с последействием. Отличительной особенностью этих си-
стем является наличие в пространстве состояний двух компонент – дискретной и не-
прерывной. Примерами таких систем могут служить системы с возможными наруше-
ниями (типа «отказ – восстановление»), многорежимные динамические системы, в ко-
торых смена режима определяется характером протекания некоторого внешнего слу-
чайного процесса (обнаружение цели), системы массового обслуживания. Так как од-
ним из основных условий физической реализуемости любого процесса является его 
устойчивость, то изучение упомянутых процессов привело к необходимости создания 
соответствующего направления в теории устойчивости. 

Теоретические основы исследования устойчивости и управления гибридными си-
стемами были заложены в работах И.Я. Каца и H.H. Красовского [1], H.H. Красовского 
и Е.А. Лидского [2]. К настоящему времени изучению детерминированных гибридных 
систем посвящено множество работ, из которых, не претендуя на полноту, отметим мо-
нографии Казакова И.Е. и Артемьева В.М. [3], Бухалева В.А. [4], Каца И.Я. [5], 
Mariton М. [6].  

Многие реальные процессы в природе и технике имеют последействие, т. е. их 
поведение определяется состоянием не только в текущий момент, но и в предшеству-
ющие. В других случаях характерным является транспортное запаздывание. Примера-
ми могут служить динамические системы, управляемые на значительном расстоянии 
(робот-луноход), системы с трубопроводами большой длины и т. п. 
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Типичной гибридной стохастической системой с запаздыванием является дина-
мическая система массового обслуживания, управляемая на расстоянии (энергосисте-
мы, смесительные системы в химической технологии). В этих системах непрерывная 
компонента вектора состояния описывается дифференциальным уравнением с запазды-
вающим аргументом, а дискретная компонента, характеризующая режим работы си-
стемы, представляет собой марковскую цепь с конечным числом состояний. 

Примеры показывают, что поведение решений систем без учета запаздывания, 
даже при малой его величине, может существенно отличаться от поведения решений 
тех же систем с запаздывающим аргументом. Это обстоятельство подчеркивает необ-
ходимость и принципиальную важность изучения систем с запаздыванием.  

Вопросы устойчивости решений стохастических гибридных систем ранее, по-
видимому, не рассматривались. В настоящей работе изучаются некоторые вопросы мо-
ментной устойчивости решений систем, состоящих из одного линейного дифференци-
ального уравнения Ито с последействием и одного линейного разностного уравнения 
Ито с запаздыванием по отношению к начальным данным. Исследования проведены 
методом модельных или вспомогательных уравнений с применением теории положи-
тельно обратимых матриц. Получены достаточные условия устойчивости решений для 
исследуемых систем в терминах параметров уравнений систем. Вопросы устойчивости 
решений для дифференциальных уравнений Ито с запаздываниями этим методом изу-
чены в [7], а в случае разностных уравнений Ито с последействием – в [8].  

 
Предварительные сведения и объект исследования 

Пусть ),)(,,( 0 Ptt   – стохастический базис; 2k  – линейное пространство  

2-мерных 0 -измеримых случайных величин; miBi ,...,2,   – скалярные стандартные 

независимые винеровские процессы;  p1 ; 
рс  – положительное число, зависящее 

от p  [9, с. 65]; E  – обозначение для математического ожидания; .  – норма вектора в 

нормированном пространстве 2R ; . -норма m2 -матрицы, согласованная с нормой 

вектора в 2R ;   – мера Лебега на ),0[  ; N  – множество натуральных чисел; 

  NN  0 ; E  – единичная матрица размерности 22  . 

Пусть в дальнейшем )(tx , )0( t  – непрерывные компоненты вектора состояний 

системы; )(sx , )(  Ns  – дискретные компоненты вектора состояний системы; ][t  – 

целая часть числа t ; ]))([),(col()( txtxtx  , )0( t  – вектор состояний системы. Заме-

тим, что по дискретной компоненте )(sx , )(  Ns  вектора состояний системы одно-

значно определяется ]))([tx , )0( t  и наоборот. Поэтому при необходимости вместо 

)(sx , )(  Ns  будем пользоваться ]))([tx , )0( t .  

В данной статье исследуются вопросы моментной устойчивости решений для си-
стемы, состоящей из одного линейного дифференциального уравнения Ито с последей-
ствием и одного линейного разностного уравнения Ито с запаздыванием вида  
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относительно начальных данных 
),0(    )()(  jjjx                                                          (1a) 

,)0( bx                                                                     (1b) 
где: 

1. ]))([),(col()( txtxtx  , )0( t  – 2-мерный неизвестный случайный процесс; 

2. ijA  – 21 -матрица при mi ,...,1 , imj ,...,1 , элементами матриц jA1 , 

1,...,1 mj   являются прогрессивно измеримые скалярные случайные процессы, тра-

ектории которых почти наверно (п. н.) локально суммируемы, а элементами матриц ijA , 

mi ,...,1 , imj ,...,1  являются прогрессивно измеримые скалярные случайные 

процессы, траектории которых п. н. локально суммируемы с квадратом; 

3. ijh , mi ,...,1 , imj ,...,1  – измеримые по Борелю функции, заданные на 

),0[  , такие, что )),0[(  )(  ttthij    – почти всюду, mi ,...,1 , imj ,...,1 ; 

4. h – достаточно малое положительное действительное число;  

5. ),( jsAi  – nn  -матрица, у которой элементы s -измеримые скалярные слу-

чайные величины при mi ,...,1 , sj ,..., ,  Ns ;  

6. )0)(( jj  – 2-мерная 0 -измеримая случайная величина; 

7. .2kb    
Определение 1. Под решением системы (1), удовлетворяющей условиям (1a), 

(1b), понимается прогрессивно измеримый случайный процесс ]))([),(col()( txtxtx  , 
)0( t  такой, что )()( jjx   )0( j , bx )0( , который удовлетворяет системе 

(1) P  почти всюду.  
Пусть в дальнейшем 2D  – линейное пространство 2-мерных прогрессивно изме-

римых случайных процессов на ),0[  , траектории которых п. н. непрерывны справа и 
имеют пределы слева; 2L  – линейное пространство 2-мерных случайных процессов на 

)0,( , которые не зависят от винеровских процессов miBi ,...,2,  , и имеют п. н. огра-

ниченные в существенном траектории; 1),0[: R  – положительная непрерывная 
функция. 

Используя известные результаты, легко убедиться, что при сделанных предполо-
жениях задача (1), (1a), (1b) имеет единственное решение. Обозначим это решение че-
рез )0)(,,( tbtx  . Очевидно, что $ 2),(., Dbx  . Заметим также, что при нулевых 
начальных условиях (1a), (1b) задачи (1), (1a), (1b) имеют только тривиальное решение. 

Введем следующее обозначение линейного подпространства нормированного 
пространства 2D , 2k , 2L : 
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Определение 2. Систему (1) назовем: 
- p -устойчивой относительно начальных данных, если для любого 0  найдет-

ся такое 0)(  , что для любых n
pkb , 2

pL  и   22
pp Lk

b  будет выполнено не-

равенство  pp
btxE /1)),,((  для любого 

 0t ; 

- асимптотически p -устойчивой относительно начальных данных, если оно  

p -устойчиво относительно начальных данных, и кроме того для любых n
pkb , 2

pL  
и   22

pp Lk
b  будет выполнено соотношение

 
0)),,((lim /1 



pp

t
btxE  ; 

- экспоненциально p -устойчивой относительно начальных данных, если найдутся 
такие числа 0с , 0 , что выполнено неравенство

}exp{)()),,(( 22

/1 tbcbtxE
pp Lk

pp    ( 0t ). 

Определение 3. Систему (1) назовем 
pM -устойчивой относительно начальных 

данных (или короче 
pM -устойчивой), если для любых n

pkb , 2
pL  для решения за-

дач (1), (1a), (1b) )0)(,,( tbtx   
выполнено соотношение  pMbx ),(.,  и неравенство 

 22),(.,
p

n
pp LkM

bcbx     для некоторого положительного числа c .  

Нетрудно убедиться в том, что: 

1) если 1)( t  ( 0t ) и система (1) 
pM -устойчива, то она и p -устойчива от-

носительно начальных данных. 
2) если  )(t  ( 0t ) для некоторого 0 , 


)(lim t

t
  и система (1)  


pM -устойчива, то она и асимптотически p -устойчиво относительно начальных данных. 

3) если }exp{)( tt    ( 0t ) для некоторого 0  и система (1) 
pM -устойчива, 

то она и экспоненциально p -устойчива относительно начальных данных. 
 

Метод исследования и основной результат 
Моментная устойчивость тривиального решения системы (1) по отношению к 

начальным данных будем исследовать преобразованием исходной системы (1) в дру-
гую, более простую систему с помощью вспомогательной (модельной) системы, для 
которой легко и непосредственно можно проверить условия, обеспечивающие момент-
ную устойчивость тривиального решения системы (1) относительно начальных функ-
ций и значений.  

Наряду с задачами (1), (1a), (1b) рассмотрим систему линейных обыкновенных 
дифференциальных и разностных уравнений вида  
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где )( tB  – измеримые по Борелю локально суммируемые функции, )(1 tf  – прогрес-
сивно измеримый случайный процесс с п. н. локально суммируемыми траекториями;  
h – также достаточно малое положительное действительное число; ),( jsB  – некоторые 

действительные числа при sj ,...,0 ,  Ns ; )(2 sf  – некоторая скалярная  

s -измеримая случайная величина при 
 Ns .  

Систему (2) называют вспомогательной или модельной системой.  

Лемма 1. Для решения системы (2) ]))([),(col()( txtxtx  , )0( t , проходящее че-

рез ),col( 000 xxx   имеет место следующее представление 
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где )(tX  решение уравнения ),0(      )( )()(  tdttxtBtxd  причём )10( X , ),( sX
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Справедливость леммы следует из известных формул для представлений решений 

для линейных обыкновенных неоднородных дифференциальных и разностных уравнений.  
Используя систему (2) и лемму, задачу (1), (1a), (1b) перепишем в следующем эк-

вивалентном виде: 
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)(ˆ tx  – неизвестный двумерный случайный процесс на ),(  , такой, что 0)(ˆ tx при 

0t и )(ˆ t  – известный двумерный случайный процесс на ),(  , такой, что 

)()(ˆ tt    при 0t и 0)(ˆ t  при 0t .  
Приведем следующую теорему, в справедливости которой можно убедиться и 

непосредственно.  
Теорема 1. Пусть для некоторой положительной непрерывной функция. 
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cC    , где 321 ,, ccc  – некоторые 

положительные числа и 12 с . Тогда система (1) 
pM -устойчива. 
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)1,1(cole   – 2-мерный вектор. 
Пусть в силу каждого уравнения системы (4) нам удалось получить матричное 

неравенство вида 

                ,~~
2
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2
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ecebcxCxE
pp Lk

                                                          (5) 

где C  – некоторая 22 -матрица, cc,  – некоторые положительные числа. 
Тогда справедлива следующая 
Теорема 2. Если для неравенства (5) матрица СE   является положительно обра-

тимой матрицей, то система (1) 
pM2 -устойчива. 

Доказательство. В силу положительной обратимости матрицы СE   неравенство 
(5) можно переписать в следующем виде: 
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Тогда из предыдущего неравенства получаем 

                       ,~
22 p

n
p lk

bKx                                                    (6) 

где   }c,cmax{
1

eCEK


 . Поскольку )(),,( txbtx   и 
 xbx

pM
~),(.,

2
 , то из 

неравенства (6) следует, что для любых 2
2 pkb  и pL2 имеем  pMbx 2),(.,   и 
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bcbx    , где с – некоторое положительное число. Следователь-

но, система (1) 
pM2 -устойчива. 

Теорема доказана. 
 
Пример. Рассмотрим частный случай системы (1), систему двух линейных ска-

лярных обыкновенных дифференциальных и разностных уравнений Ито:  
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где h – достаточно малое положительное действительное число, ija  – некоторые дей-

ствительные числа при 2,1, ji ,  Ns , B  – скалярный стандартный винеровский 
процесс. 

Так как система состоит из линейных скалярных обыкновенных дифференциаль-
ных и разностных уравнений Ито, в начальных данных отсутствует начальная функция.  

В качестве модельной системы (2) возьмем систему  
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где h, 
11a , 

22a  – те же самые числа, что и в системе (9).  

Для системы (10) имеем: )exp{)( 11tatX  ,   shasX )1(),( 22 .  
Используя систему (10), задачи (9), (1b) можно записать в эквивалентном виде 
             ),0(  ))(()()(  ttxbtXtx                                                                       (11) 

где )( tX  – диагональная 22 -матрица, у которой на главной диагонали находятся 
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В дальнейшем будем пользоваться следующими леммами, доказанными в [7]. 
Лемма 2. Пусть )( sf  – скалярный случайный процесс, интегрируемый по вине-

ровскому процессу )(sB  на отрезке ],0[ t . Тогда справедливо неравенство 
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Лемма 3. Пусть )(sg  – скалярная функция на ),0[  , квадрат которой локально 

суммируем, )( sf  – скалярный случайный процесс, такой, что   
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Тогда справедливы неравенства 
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Из второго уравнения системы (11) с учетом неравенства (12) получим 
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В силу того, что  
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из предыдущих оценок следует, что  
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Учитывая, что   2
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i bbE  , из оценок (15)–(16) для решения задач (9), (1b) 

получим матричное неравенство вида 
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22  -матрица, c  – некоторое положительное число. 
Утверждение 1. Пусть любая норма матрицы )0(C  меньше единицы. Тогда систе-

ма (9) 
pM2 -устойчива при некотором 0. . 

Доказательство. В силу положительной существует 0. , такое, что норма мат-
рицы )(C  также будет меньше единицы. Для этого .

 
из неравенства (17) получим 

неравенство ,~
2
n

pk
bKx   где   c)(1

1
eCK


  . Поскольку для решения задач (9), 

(1b) ),( btx  имеет место равенство )(),( txbtx   и 
 xbx

pM
~)(.,

2
 , то система (9)  


pM2 -устойчива при некотором 0. . 

Утверждение доказано. 
Утверждение 2. Пусть для системы (9) матрица )0(СE   является положи-

тельно обратимой матрицей, тогда система (9) 
pM2 -устойчива при некотором 0. . 

Доказательство. В силу положительной существует 0. , такое, что матрица 
)( СE   также будет положительно обратимой. Тогда в силу теоремы 2 получим, что 

система (9) 
pM2 -устойчива при некотором 0. . 

Утверждение доказано. 
Для установления положительной обратимости матрицы )0(СE   можно вос-

пользоваться результатами, изложенные в монографии [10].  
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The questions of q-stability (  q1 ) solutions of one hybrid system ITO with aftereffect ac-

cording to initial data are investigated. To do this, we use the ideas and methods developed by 
N. V. Azbelev and his students to study the stability of solutions of deterministic functional differential 
equations. Sufficient conditions are obtained for the q-stability and exponential q-stability (  q2 ) 
solutions of the investigating system in terms of the parameters of the equations system. 
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