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Явление Гиббса хорошо известно для рядов Фурье и их обобщений. Оно состоит в том, 

что в точках разрыва первого рода функции предельное максимальное колебание частных сумм 
ее ряда Фурье может оказаться строго больше, чем скачок самой функции. В окрестности точек 
разрыва первого рода ряд Фурье сходится неравномерно, и это проявляется в том, что у суммы 
конечного числа членов ряда Фурье есть характерные всплески в окрестности таких точек раз-
рыва исходной функции, частота которых увеличивается с увеличением числа слагаемых ко-
нечной суммы ряда. 

Известно, что в точках непрерывности ряд Фурье сходится к значению функции, а в точ-
ке разрыва к среднему арифметическому значению для f(x0 + 0) и f(x0 – 0), т. е.  
0,5[f(x0 + 0) + f(x0 – 0)]. Каждый член ряда представляет собой непрерывную функцию, и следо-
вательно, теорема о том, что равномерно сходящийся ряд из непрерывных функций сходится к 
непрерывной функции, указывает теперь на то, что в точке разрыва сходимость ряда Фурье но-
сит особый характер. 

Так как интерполяционные полиномы Лагранжа по корням полиномов Чебышева первого 
рода ведут себя в вопросах сходимости аналогично рядам Фурье для некоторых классов функ-
ций, естественно изучить для таких полиномов явление Гиббса в окрестности точек разрыва 
первого рода. 

В данной работе мы доказываем наличие явления Гиббса для интерполяционных поли-
номов Лагранжа, построенных по корням полиномов Чебышева первого рода для функции 
݂ሺݔሻ ൌ ݔሺ݊݃݅ݏ െ ݔ ሻ в любой точкеݔ ∈ ሺെ1,1ሻ. 

 
Ключевые слова: ряд Фурье, явление Гиббса, полином Лагранжа, полином Чебышева, 

сумма ряда. 
 

Введение 
Как видно из анализа, если функциональный ряд из непрерывных функций рав-

номерно сходится на некотором отрезке, то предельная функция является непрерывной 
на этом же отрезке. В конце ХIХ века на частном примере тригонометрического ряда 
Гиббсом (J.W. Gibbs) [1, с. 552–553] было отмечено явление, которое позже было 
названо его именем. Оно состоит в следующем. Если взять ряд Фурье функции f(x), 
определяемой равенствами 
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݂ሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
െۓ

ߨ
2
,െߨ ൏ ݔ ൏ 0,

0, ݔ ൌ 0,േߨ,
ߨ
2
, 0 ൏ ݔ ൏ ,ߨ

 

т. е. ряд 

݂ሺݔሻ ൌ 2∑ ଵ

ଶఔିଵ
sinሺ2ߥ െ 1ሻݔ∞

௩ୀଵ ,	     (1) 

и обозначить через ܵሺݔሻ сумму первых n членов ряда (1), тогда для любого ݔ ∈
ሾെߨ,  ሿ, будет выполняться равенствоߨ

lim
→ஶஶ

ܵ	ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ,	

однако при этом 
lım

௫→ା
→ஶஶ

തതതതതതത	ܵሺݔሻ 
గ

ଶ
. 

Известны теоремы В.И. Крылова [2–6] о поведении интерполяционных полино-
мов Лагранжа по корням полиномов Чебышева для функции, имеющей на отрезке  
[–1; 1] ограниченную вариацию. Из них вытекает, что последовательности интерполя-
ционных полиномов Лагранжа по корням полиномов Чебышева ведут себя, как ряды 
Фурье для непрерывной функции. 

Поэтому естественна следующая постановка задачи. Пусть  

ݔ
ሺሻ ൌ ߠݏܿ

ሺሻߠ
ሺሻ ൌ ଶିଵ

ଶ
,ߨ 1  ݇     нули полинома Чебышеваߨ

ܶሺݔሻ ൌ ሺ݊ݏܿ ∙ ,ሺ݂ܮ ሻ. Обозначим черезݔݏܿܿݎܽ -ሻ интерполяционный полином Лаݔ

гранжа по узлам ݔ
ሺሻ для функции ݂ሺݔሻ, т. е. 

;ሺ݂ܮ ሻݔ ൌ ݂ቀݔ
ሺሻቁ ∙ ܶሺݔሻ

ቀݔ െ ݔ
ሺሻቁ ∙ ܶ

ᇱቀݔ
ሺሻቁ



ୀଵ

. 

Изучить в случае функции 

݂ሺݔሻ ൌ ൝
െ1,െ1  ݔ ൏ ,ݔ

0, ݔ ൌ ,ݔ
1, ݔ ൏ ݔ  1,

	

где ݔ ∈ ሺെ1, 1ሻ фиксированная точка, для полиномов Лагранжа ܮሺ ݂; -ሻ явление Гибݔ
бса в точке ݔ. 

Имеет место следующая 
Теорема. В принятых выше обозначениях выполняется неравенство  

݈ଓ݉
௫→௫బା
→ஶஶ

തതതതതതതത	
ሺܮ ݂; ሻݔ

݂ሺݔሻ
 1.	

Доказательство. Будем различать два случая: 1-й случай ݔ ∈ ሺ0, 1ሻ (случай 
െ1 ൏ ݔ ൏ 0 рассматривается аналогично); 2-й случай ݔ ൌ 0. 

1 случай. Пусть 0 ൏ ݔ ൏ 1 и ݔ ൌ ݔ . Пока будем считать, чтоߠݏܿ ് ݔ
ሺሻ 

ሺ1  ݇  ݊ሻ; ሺ݊ ൌ 1, 2, 3, … ሻ. Допустим, что ݔబାଵ
ሺሻ ൏ ݔ ൏ బݔ

ሺሻ. Положим ݔതതത ൌ  ,തതതߠݏܿ

где ߠതതത ൌ
ఏೖబషభ
ሺሻ ାఏೖబ

ሺሻ

ଶ
. 

Тогда 
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ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ ܶሺݔതതതሻ ቐ
1

ቀݔതതത െ ݔ
ሺሻቁ ܶ

′ ቀݔ
ሺሻቁ

బ

ଵ

െ 
1

ቀݔതതത െ ݔ
ሺሻቁ ܶ

′ ቀݔ
ሺሻቁ



బାଵ

ቑ. 

Так как 

ܶ
′ ቀݔ

ሺሻቁ ൌ ݊ ∙
sinቀ݊ ∙ ݔݏܿܿݎܽ

ሺሻቁ

ට1 െ ݔ
ሺሻమ

ൌ ݊ ∙
sinሺ2݇ െ 1ሻ 2ߨ

sin ߠ
ሺሻ ൌ ݊

ሺെ1ሻାଵ

sin ߠ
ሺሻ , 

то 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ
cos തതതߠ݊

݊
ቐ

ሺെ1ሻାଵ sin ߠ
ሺሻ

cos തതതߠ െ cos ߠ
ሺሻ െ  ሺെ1ሻାଵ

sin ߠ
ሺሻ

cos തതതߠ െ cos ߠ
ሺሻ



బାଵ

బ

ଵ

ቑ. 

Положим для краткости 

ܣ
ሺሻ ൌ

sin ߠ
ሺሻ

cos തതതߠ െ cos ߠ
ሺሻ 

и будем считать для определенности ݇ ൌ 2 ∙ ܰ четным числом. Тогда будем иметь 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ
cos തതതߠ݊

݊
൝ሺെ1ሻାଵܣ

ሺሻ െ  ሺെ1ሻାଵܣ
ሺሻ



ଶேାଵ

ଶே

ଵ

ൡ ൌ 

ൌ
cos തതതߠ݊

݊
ቐቀܣଶିଵ

ሺሻ െ ଶܣ
ሺሻቁ  ቀܣଶ

ሺሻ െ ଶିଵܣ
ሺሻ ቁെܣ

ሺሻ


బାଵ

ே

ୀଵ

ቑ, 

где ݉ ൌ ቂ
ଶ
ቃ и при n четном в последней строке слагаемое ܣ

ሺሻ надо опустить. Так как 

തതതߠ ൌ
బିଵߠ
ሺሻ  బߠ

ሺሻ

2
ൌ
݇ െ 1
݊

 ,ߨ

то cos തതതߠ݊ ൌ ሺെ1ሻబିଵ ൌ െ1, поскольку ݇ – четное число. 
С другой стороны, 

ଶିଵܣ െ ଶܣ ൌ
sin ଶିଵߠ

ሺሻ

cos തതതߠ െ cos ଶିଵߠ
ሺሻ െ

sin ଶߠ
ሺሻ

cos തതതߠ െ cos ଶߠ
ሺሻ ൌ 

ൌ
ቀsin ଶିଵߠ

ሺሻ െ sin ଶߠ
ሺሻቁ cos തതതߠ  ቀsin ଶߠ

ሺሻ cos ଶିଵߠ
ሺሻ െ sin ଶିଵߠ

ሺሻ cos ଶߠ
ሺሻቁ

ቀcos തതതߠ െ cos ଶିଵߠ
ሺሻ ቁቀcos തതതߠ െ cos ଶߠ

ሺሻቁ
ൌ 

ൌ
ቀsin ଶିଵߠ

ሺሻ െ sin ଶߠ
ሺሻቁ cos തതതߠ  sin ݊ߨ

ቀcos തതതߠ െ cos ଶିଵߠ
ሺሻ ቁቀcos തതതߠ െ cos ଶߠ

ሺሻቁ
ൌ
ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ. 

Поэтому 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ െ
1
݊
൝

ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ െ 

ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ െ ܣ

ሺሻ


ேାଵ

ே

ଵ

ൡ. 

Далее, имеем 

ܬ
ሺଵሻ ൌ 2 cos

ଶିଵߠ
ሺሻ  ଶߠ

ሺሻ

2
sin ቀെ

ߨ
т
ቁ cos തതതߠ  sin

ߨ
݊
ൌ ܱ ൬

1
݊
൰ ; 

ܽ ൌ ܱ ቀଵ

ቁ означает, что |ܽ|  ܥ ଵ


,  
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где C – абсолютная постоянная (вообще, всюду в дальнейшем ܱሺ1ሻ либо абсолютная 
постоянная, либо зависит только от ݔ). 

Поэтому, положив ߥ ൌ ቂ
ସ
ቃ, получим 


ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ െ ܣ

ሺሻ


ఔାଵ

ൌ ܱሺ݊ିଵሻ ቐ
1

ቚܬ
ሺଶሻቚ

 ቚܣ
ሺሻቚ



ఔାଵ

ቑ. 

Отсюда, воспользовавшись тем, что для всех ߥ  1  ݇  ݉ (равномерно) 

ܬ
ሺଶሻ ൌ ቀݔതതത െ ଶିଵݔ

ሺሻ ቁ  ଶതതതݔ  ݔ
ଶ (поскольку ݔଶ

ሺሻ  0, ଶିଵݔ
ሺሻ  0) и, кроме того, 	

ܣ
ሺሻ ൌ ܱሺ1ሻ, получим 


ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ െ ܣ

ሺሻ


ఔାଵ

ൌ ܱ ൬
1
݊
൰ ሼሺ݉ െ ሻߥ  1ሽ ൌ ܱሺ1ሻ. 

Поэтому 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ െ
1
݊
൝

ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ െ 

ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ

ఔ

ேାଵ

ே

ଵ

ൡ  ܱ ൬
1
݊
൰. 

Применение формулы Тейлора к разности sin ଶିଵߠ
ሺሻ െ sin ଶߠ

ሺሻ дает для ܬ
ሺଵሻ 

ܬ
ሺଵሻ ൌ sin

ߨ
݊
 cos തതതߠ ቆcos ଶߠ

ሺሻ ቀߠଶିଵ
ሺሻ െ ଶߠ

ሺሻቁ  ܱ ൬ቀߠଶିଵ
ሺሻ െ ଶߠ

ሺሻቁ
ଶ
൰ቇ ൌ 

ൌ sin
ߨ
݊
െ
ߨ
݊
cos തതതߠ cos ଶߠ

ሺሻ  ܱ ൬
1
݊ଶ
൰ ൌ 

ൌ
ߨ
݊
 ܱ ൬

1
݊ଷ
൰ െ

ߨ
݊
cos തതതߠ cos ଶߠ

ሺሻ  ܱ ൬
1
݊ଶ
൰ ൌ

ߨ
݊
ቀ1 െ cos തതതߠ cos ଶߠ

ሺሻቁ  ܱ ൬
1
݊ଶ
൰ . 

Но 

1 െ cos തതതߠ cos ଶߠ
ሺሻ ൌ 1 െ cosଶ തതതߠ  cos തതതቀcosߠ തതതߠ െ cos ଶߠ

ሺሻቁ ൌ 

ൌ sinଶ തതതߠ  2 cos തതതߠ ∙ sin
തതതߠ  ଶߠ

ሺሻ

2
sin

ଶߠ
ሺሻ െ തതതߠ

2
ൌ sinଶ തതതߠ  ܱ ቀቚߠଶ

ሺሻ െ  .തതതቚቁߠ

Поэтому 

ܬ
ሺଵሻ ൌ

ߨ
݊
sinଶ തതതߠ  ܱቌ

ቚߠଶ
ሺሻ െ തതതቚߠ

݊

1
݊ଶ
ቍ ൌ

ߨ
݊
sinଶߠതതത  ܱቌ

ቚߠଶ
ሺሻ െ തതതቚߠ

݊
ቍ. 

Так как 
ଶ

గ
|ݐ| ൏ |sin |ݐ ൏ |ݐ| для |ݐ|  గ

ଶ
, то для этих же t будет 

ଵ

ୱ୧୬ ௧
െ ଵ

௧
ൌ ܱሺ|ݐ|ሻ, поэтому 

ቄܬ
ሺଶሻቅ

ିଵ
ൌ ൝4 sin

തതതߠ  ଶିଵߠ
ሺሻ

2
sin

ଶିଵߠ
ሺሻ െ തതതߠ

2
sin

തതതߠ  ଶߠ
ሺሻ

2
sin

ଶߠ
ሺሻ െ തതതߠ

2
ൡ

ିଵ

ൌ 

ൌ ൜2ቀߠଶ
ሺሻ െ തതതቁߠ sin

ఏതതതതାఏమೖషభ
ሺሻ

ଶ
sin

ఏమೖషభ
ሺሻ ିఏതതതത

ଶ
sin

ఏതതതതାఏమೖ
ሺሻ

ଶ
ൠ
ିଵ

ൌ ܱ ൬ฬ
ఏమೖ
ሺሻିఏതതതത

ఏమೖషభ
ሺሻ ିఏതതതത

ฬ൰. 

Здесь мы воспользовались еще и тем, что 

sin
ఏതതതതାఏమೖషభ

ሺሻ

ଶ
sin

ఏതതതതାఏమೖ
ሺሻ

ଶ
 sinଶ ఏ

തതതത

ଶ
  для 1  ݇   (*)               .ߥ

Применение еще раз аналогичного рассуждения дает 
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ቄܬ
ሺଶሻቅ

ିଵ
ൌ ൝ቀߠଶ

ሺሻ െ ଶିଵߠതതതቁቀߠ
ሺሻ െ തതതቁߠ sin

തതതߠ  ଶିଵߠ
ሺሻ

2
sin

തതതߠ  ଶߠ
ሺሻ

2
ൡ

ିଵ

 

ܱ ൝อ
ଶߠ
ሺሻ െ തതതߠ

ଶିଵߠ
ሺሻ െ തതതߠ

อ  อ
ଶିଵߠ
ሺሻ െ തതതߠ

ଶߠ
ሺሻ െ തതതߠ

อൡ. 

Заметим, наконец, что 

sin
തതതߠ  ଶିଵߠ

ሺሻ

2
sin

തതതߠ  ଶߠ
ሺሻ

2
ൌ sinଶ

തതതߠ  ଶߠ
ሺሻ

2
 ܱ ൬

1
݊
൰ ൌ 

ൌ
1
2
ቀ1 െ cosቀߠതതത  ଶߠ

ሺሻቁቁ  ܱ ൬
1
݊
൰ ൌ 

ൌ
1
2
ቄ1 െ cos തതതߠ2  ቀcos തതതߠ2 െ cosቀߠതതത  ଶߠ

ሺሻቁቁቅ  ܱ ൬
1
݊
൰ ൌ 

ൌ sinଶ തതതߠ  ܱ ൬ቚߠതതത െ ଶߠ
ሺሻቚ 

1
݊
൰ ൌ sinଶ തതതߠ  ܱ ቀቚߠതതത െ ଶߠ

ሺሻቚቁ. 

Отсюда (с учетом выражения (*)) следует 

ቄܬ
ሺଶሻቅ

ିଵ
ൌ ቄቀߠଶ

ሺሻ െ ଶିଵߠതതതቁቀߠ
ሺሻ െ തതതቁߠ sinଶ തതതቅߠ

ିଵ
 

ܱቐอ
ଶߠ
ሺሻ െ തതതߠ

ଶିଵߠ
ሺሻ െ തതതߠ

อ  อ
ଶିଵߠ
ሺሻ െ തതതߠ

ଶߠ
ሺሻ െ തതതߠ

อ 
1

ቚߠଶିଵ
ሺሻ െ തതതቚߠ

ቑ . 

Так как 

1
2
൏ อ

ଶିଵߠ
ሺሻ െ തതതߠ

ଶߠ
ሺሻ െ തതതߠ

อ ൌ ฬ
4݇ െ 2݇ െ 1
4݇ െ 2݇  1

ฬ ൏ 2			для	1  ݇   ,ߥ

то 

ቄܬ
ሺଶሻቅ

ିଵ
ൌ

4݊ଶ

ଶሺ4݇ߨ െ 2݇  1ሻሺ4݇ െ 2݇ െ 1ሻ sinଶ തതതߠ
 ܱ ൬

݊
|4݇ െ 2݇ െ 1|

൰.																	ሺ∗∗ሻ 

Отсюда, в частности, следует 

ቄܬ
ሺଶሻቅ

ିଵ
ൌ 	ܱ ቆ

݊ଶ

ሺ4݇ െ 2݇ െ 1ሻଶ
ቇ . 

Поэтому вклад остаточного члена для  ܬ
ሺଵሻ дает для разности 


ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ െ 

ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ

ఔ

ேାଵ

ே

ଵ

 

величину порядка 

ܱሺ1ሻ
݊ଶ

ሺ4݇ െ 2݇ െ 1ሻଶ
∙
ሺ4݇ െ 2݇ െ 1ሻ

݊ଶ

ఔ

ଵ

ൌ ܱሺln ݊ሻ. 

Итак, окончательно имеем 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ െ
1
݊
൝

ߨ sinଶ തതതߠ

ܬ݊
ሺଶሻ െ 

ߨ sinଶ തതതߠ

ܬ݊
ሺଶሻ

ఔ

ேାଵ

ே

ଵ

ൡ  ܱ ൬
ln ݊
݊
൰. 

Остаточный член в формуле (**) дает для ܮሺ ݂,  തതതሻ тоже величину порядкаݔ

ܱሺ1ሻ
1
݊
∙

݊
|4݇ െ 2݇ െ 1|

ఔ

ଵ

ൌ ܱ ൬
ln ݊
݊
൰. 
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Следовательно, 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ െ
4݊
ߨ݊

൝
1

ሺ4݇ െ 2݇  1ሻሺ4݇ െ 2݇ െ 1ሻ
െ 

1
ሺ4݇ െ 2݇  1ሻሺ4݇ െ 2݇ െ 1ሻ

ఔ

ேାଵ

ே

ଵ

ൡ 	

ܱ ൬
ln ݊
݊
൰ ൌ െ

4
ߨ
൝െ1  

1
ሺ16݇ଶ െ 1ሻ

െ 
1

ሺ16݇ଶ െ 1ሻ

ఔିே

ேାଵ

ேିଵ

ଵ

ൡ  ܱ ൬
ln ݊
݊
൰. 

Так	как	ሺв	силу	неравенств	ݔబାଵ
ሺሻ ൏ തതതݔ ൏ బݔ

ሺሻሻ		݇ ൌ
ߠ
ߨ
݊   ,ߣ

где		|ߣ|  ଵ

ଶ
,		то 

ߥ െ ܰ ൌ ቂ
݊
4
ቃ െ

1
2
݇ ൌ

݊
4
െ ଵߣ െ

ߠ
ߨ2

݊ െ
1
2
ߣ ൌ ൬

1
2
െ
ߠ
ߨ
൰
݊
2
െ ଵߣ െ

ߣ
2
, 

где	0  ଵߣ ൏ 1. 

		Поскольку		θ ൏
π

2
, то	для	݊ → ∞	будет	νെ N → ∞. 

Поэтому 

lim
→ஶ

ܮ ሺ ݂, തതതሻݔ ൌ
4
ߨ
 1, 

ибо	для	ܰ െ 1  ߥ െ ܰ		ሺслучай	ܰ െ 1  ߥ െ ܰ	рассматриваем	аналогично): 


1

ሺ4݇ሻଶ െ 1
െ 

1
ሺሺ4݇ሻଶ െ 1ሻ

ఔିே

ேାଵ

ேିଵ

ଵ

ൌ 
1

ሺ4݇ሻଶ െ 1

ேିଵ

ఔାଵ

ൌ ܱ ൬
1
݊
൰. 

В самом начале работы мы считали, что ݔ ് ݔ
ሺሻ для 1  ݇  ݊; ݊ ൌ 1, 2, 3, … . 

Очевидно, что существует бесконечная последовательность ݊ଵ ൏ ݊ଶ ൏ ⋯, такая, что 

ݔ ് ݔ
ሺሻ для 1  ݇  ݊ и ݅ ൌ 1, 2, 3, …, ибо в противном случае было бы ݔ ൌ ݔ

ሺሻ при 

݊  ܰ и некоторых ݇ ൌ ݇ሺ݊ሻ, т. е. ఏబ
గ
ൌ ଶሺሻିଵ

ଶ
, что возможно только при 

ఏబ
గ

 рациональ-

ном. 
Если же интерполяционный полином Лагранжа дает явление Гиббса во всех ир-

рациональных точках, то из плотности множества иррациональных чисел во множестве 
действительных чисел следует наличие явления Гиббса и в любой рациональной точке. 

2-й случай. Пусть ݔ ൌ 0. Тогда, положив ݔ ൌ cos ,ߠ ݊ ൌ 2݉ (для определенно-
сти мы считаем ݊ четным), получим 

ሺܮ ݂, ሻݔ ൌ
cos ߠ݊
݊

൝ሺെ1ሻାଵ
sin ߠ

ሺሻ

cos ߠ െ cos ߠ
ሺሻ െ ሺെ1ሻାଵ

sin ߠ
ሺሻ

cos ߠ െ cos ߠ
ሺሻ

ଶ

ାଵ



ଵ

ൡ. 

Введя во второй сумме замену ݇ ൌ 2݉ െ ෨݇  1 и заменив снова ෨݇  на ݇, получим 

ሺܮ ݂, ሻݔ ൌ
cos ߠ݊
݊

൝ሺെ1ሻାଵ
sin ߠ

ሺሻ

cos ߠ െ cos ߠ
ሺሻ ሺെ1ሻାଵ

sin ߠ
ሺሻ

cos ߠ  cos ߠ
ሺሻ



ଵ



ଵ

ൡ. 

Так как справедливо неравенство ߠబ
ሺሻ ൏ ߠ ൏ బశభߠ

ሺሻ , то отсюда следует 
݇
݊
െ

1
2݊

൏
ߠ
ߨ
൏
݇
݊


1
2݊

, т. е.		
݇
݊
ൌ
ߠ
ߨ
െ ,ߜ где	|ߜ| ൏

1
2݊

, или	 

݇ ൌ
ߠ
ߨ
݊  ,ߣ где	|ߣ| ൏

1
2
. 

Здесь мы воспользовались тем, что sin ଶି෨ାଵߠ
ሺሻ ൌ sin ෨ߠ

ሺሻ и cos ଶି෨ାଵߠ
ሺሻ ൌ െcos ෨ߠ

ሺሻ.  
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Отсюда следует 

ሺܮ ݂, ሻݔ ൌ
cos ߠ݊
݊

ሺെ1ሻାଵ
2 cos ߠ sin ߠ

ሺሻ

cos ߠ െ cosଶ ߠ
ሺሻ



ଵ

. 

Пусть 

തതതߠ ൌ
1
2
ቀߠିଵ

ሺሻ  ߠ
ሺሻቁ ൌ

1
2
൬
2݉ െ 3
2݊

ߨ 
2݉ െ 1
2݊

൰ߨ ൌ
1
2
2݊ െ 4
2݊

ߨ ൌ
ߨ
2
െ
ߨ
݊

 

и ݔതതത ൌ cos  .തതതത Тогдаߠ

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ
cos തതതߠ݊

݊
ሺെ1ሻାଵ

2 cos തതതߠ sin ߠ
ሺሻ

cosଶ തതതߠ െ cosଶ ߠ
ሺሻ ൌ



ଵ

 

ൌ
2ሺെ1ሻ sin ݊ߨ

݊
ሺെ1ሻ

2 sin ߠ
ሺሻ

sinଶ ߠ
ሺሻ െ sinଶ ߠ

.



ଵ

 

Положим ܣ
ሺሻ െ sinଶ ߠ

ሺሻ െ sinଶ  തതത. Тогдаߠ

ܣ
ሺሻ ൌ ቀsin ߠ

ሺሻ െ sin തതതቁቀsinߠ ߠ
ሺሻ  sin തതതቁߠ ൌ 2 cos

ߠ
ሺሻ  തതതߠ

2
sin

ߠ
ሺሻ െ തതതߠ

2
ൈ 

ൈ 2 sin
ߠ
ሺሻ  തതതߠ

2
cos

ߠ
ሺሻ െ തതതߠ

2
ൌ sinቀߠ

ሺሻ  തതതቁߠ sinቀߠ
ሺሻ   .തതതቁߠ

Поэтому, считая (для определенности) ݉ ൌ 2ܰ четным, получим 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ
2 sin π݊ ሺെ1ሻ



݊
൭

sin ଶߠ
ሺሻ

ଶܣ
െ
sin ଶିଵߠ

ሺሻ

ଶିଵܣ
൱ ൌ

ே

ଵ

 

ൌ
2 sin π݊ ሺെ1ሻ



݊


sinߠଶ
ሺሻ ቀsinଶ ଶିଵߠ

ሺሻ െ sinଶ തതതቁߠ െ sin ଶିଵߠ
ሺሻ ቀsinଶ ଶߠ

ሺሻ െ sinଶ തതതቁߠ

ଶିଵܣଶܣ

ே

ଵ

 

2 sin π݊ ሺെ1ሻ


݊
ൈ 

ൈ
sinߠଶିଵ

ሺሻ sin ଶߠ
ሺሻ ቀsin ଶିଵߠ

ሺሻ െ sin ଶߠ
ሺሻቁ  sinଶ തതതቀsinߠ ଶିଵߠ

ሺሻ െ sin ଶߠ
ሺሻቁ

ଶିଵܣଶܣ

ே

ଵ

ൌ 

ൌ
2 sin π݊ ሺെ1ሻ

ାଵ

݊
ൈ

ቀsin ଶߠ
ሺሻ െ sin ଶିଵߠ

ሺሻ ቁ െ ቀsinଶ തതതߠ  sin ଶߠ
ሺሻ sin ଶିଵߠ

ሺሻ ቁ

sinቀߠଶ
ሺሻ  തതതቁߠ sinቀߠଶ

ሺሻ െ തതതቁߠ sinቀߠଶିଵ
ሺሻ  തതതቁߠ sinቀߠଶିଵ

ሺሻ െ തതതቁߠ

ே

ଵ

. 

Обозначим	݇˗тое	слагаемое	в	последней	сумме	через		
ܬ
ሺଵሻ

ܬ
ሺଶሻ . 

Так как 

cos
ଶߠ
ሺሻ  ଶିଵߠ

ሺሻ

2
ൌ sin ൭

ߨ
2
െ
ଶߠ
ሺሻ  ଶିଵߠ

ሺሻ

2
൱ ൌ 

ൌ sin
݊ െ 4݇  4

2݊
~ߨ

݊ െ 4݇  4
2݊

	,																										 

то  

ܬ
ሺଵሻ ൌ 2 cos

ଶߠ
ሺሻ  ଶିଵߠ

ሺሻ

2
sin

π

݊
ቀsinଶ തതതߠ  sin ଶିଵߠ

ሺሻ sin ଶߠ
ሺሻቁ~

݊ െ 4݇  4
2݊

.																	ሺ2ሻ 
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Далее из равенства 
1

sin ݔ
ൌ
1
ݔ
 ܱሺ|ݔ|ሻ	для	|ݔ|  ܥ ൏  ߨ

следует 
1

sinቀߠଶ
ሺሻ െ തതതቁߠ

ൌ
1

ଶߠ
ሺሻ െ തതതߠ

 ܱ ቀቚߠଶ
ሺሻ െ  ሺ3ሻ																																																					തതതቚቁ,ߠ

1

sinቀߠଶିଵ
ሺሻ െ തതതቁߠ

ൌ
1

ଶିଵߠ
ሺሻ െ തതതߠ

 ܱ ቀቚߠଶିଵ
ሺሻ െ  ሺ4ሻ																																												തതതቚቁ.ߠ

По той же причине из равенства 

sinቀߠଶ
ሺሻ  തതതቁߠ ൌ sin

݊ െ 4݇  3
2݊

݊ߨ sinቀߠଶିଵ
ሺሻ  തതതቁߠ ൌ sin

݊ െ 4݇  5
2݊

 ߨ

следуют равенства 
1

sinቀߠଶ
ሺሻ  തതതቁߠ

ൌ
2݊

ሺ݊ߨ െ 4݇  3ሻ
 ܱ ൬

݊ െ 4݇  3
݊

൰,													ሺ5ሻ 

1

sinቀߠଶିଵ
ሺሻ  തതതቁߠ

ൌ
2݊

ሺ݊ߨ െ 4݇  3ሻ
 ܱ ൬

݊ െ 4݇  5
݊

൰.													ሺ6ሻ 

Если теперь в выражении для ܮሺ ݂,  തതതሻ воспользуемся оценкой (2) и оценкамиݔ
(3)–(6), то вклад остаточных членов будет 

ܱ ൬
1
݊ଶ
൰

݊ െ 4݇  1
݊ଶ

∙ ቀ
݊

݊ െ 4݇  1
ቁ
ଷ
∙
݊ െ 4݇  1

݊
ൌ

ே

ଵ

 

ൌ ܱ ൬
1
݊ଶ
൰

1
݊ െ 4݇  1

ൌ ܱ ൬
ln ݊
݊ଶ

൰ .

ே

ଵ

 

Поэтому 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ
2 sin π݊ ሺെ1ሻ

ାଵ

݊
ൈ 

ൈ
16݊ସܬ

ሺଵሻ

ସሺ݊ߨ െ 4݇ െ 1ሻሺ݊ െ 4݇  1ሻሺ݊ െ 4݇  3ሻሺ݊ െ 4݇  5ሻ
 ܱ ൬

ln ݊
݊ଶ

൰ .

ே

ଵ

 

Далее, 

ܬ
ሺଵሻ ൌ ൬2 െ ሺ1 െ sinଶ തതതሻߠ െ ቀ1 െ sin ଶିଵߠ

ሺሻ sin ଶߠ
ሺሻቁ൰ ቀsin ଶߠ

ሺሻ െ sin ଶିଵߠ
ሺሻ ቁ. 

Так как 1 

1 െ sinଶ തതതߠ ൌ cosଶ തതതߠ ൌ sinଶ ቀ
ߨ
2
െ തതതቁߠ ൌ sinଶ ቀ

ߨ
݊
ቁ~

1
݊ଶ

 

1 െ sin ଶିଵߠ
ሺሻ sin ଶߠ

ሺሻ ൌ ቀ1 െ sin ଶߠ
ሺሻቁ  sin ଶߠ

ሺሻ ቀ1 െ sin ଶିଵߠ
ሺሻ ቁ ൌ 

ൌ 1 െ cos ቀ
ߨ
2
െ ଶߠ

ሺሻቁ  sin ଶߠ
ሺሻ ቀ1 െ cos ቀ

ߨ
2
െ ଶߠ

ሺሻቁቁ ൌ 

ൌ 2sinଶ
π
2 െ ଶߠ

ሺሻ

2
 2 sin ଶߠ

ሺሻ sinଶ
π
2 െ ଶିଵߠ

ሺሻ

2
ൌ ܱ ൬ቀ

π

2
െ ଶߠ

ሺሻቁ
ଶ
൰ ൌ 

                                                      
1 Для двух последовательностей ሼܽሽ и ሼܾሽ запись ܽ~ܾ означает, что 0 ൏ ଵܥ ൏



൏ ଶܥ ൏ ∞, 

где ܥଵ,  .ଶ – постоянные числаܥ
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ൌ ܱቆ
ሺ݊ െ 4݇  1ሻଶ

݊ଶ
ቇ, 

sin ଶߠ
ሺሻ െ sin ଶିଵߠ

ሺሻ ൌ ൌ 2 cos
ଶߠ
ሺሻ  ଶିଵߠ

ሺሻ

2
sin

π

2݊
ൌ 2 cos

ଶߠ
ሺሻ  ଶିଵߠ

ሺሻ

2
ቆ
π

2݊
 O൬

1
݊ଷ
൰ቇ, 

то 

ܬ
ሺଵሻ ൌ

ߨ2
݊
cos

ଶߠ
ሺሻ  ଶିଵߠ

ሺሻ

2
 ܱ ቆ

1
݊ଷ


ሺ݊ െ 4݇  1ሻଶ

݊ଷ
ቇ ൌ

ൌ
ߨ2
݊
cos

ଶߠ
ሺሻ  ଶିଵߠ

ሺሻ

2
 ܱ ቆ

ሺ݊ െ 4݇  1ሻଶ

݊ଷ
ቇ. 

Если заметить еще, что 

cos
ଶߠ
ሺሻ  ଶିଵߠ

ሺሻ

2
ൌ sin ൬

π

2
െ
8݇ െ 4
4݊

൰ߨ ൌ sin
݊ െ 4݇  1

݊
ߨ ൌ 

ൌ
݊ െ 4݇  2

2݊
ߨ  ܱ ቆ൬

݊ െ 4݇  2
݊

൰
ଷ

ቇ, 

то окончательно получим 

ܬ
ሺଵሻ ൌ

ଶߨ

݊ଶ
ሺ݊ െ 4݇  2ሻ  ܱ ቆ

ሺ݊ െ 4݇  1ሻଶ

݊ଷ
ቇ. 

Поэтому с учетом четности m имеем 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ െ
2 sin π݊
݊

16݊ସ

ସߨ
∙
ଶߨ

݊ଶ
ൈ 

ൈ
݊ െ 4݇  2

ሺ݊ െ 4݇  1ሻሺ݊ െ 4݇ െ 1ሻሺ݊ െ 4݇  3ሻሺ݊ െ 4݇  5ሻ
 ܱ ൬

1
݊
൰ ൌ

ே

ଵ

 

ൌ െ
32
ߨ


݊ െ 4݇  2
ሺ݊ െ 4݇  1ሻሺ݊ െ 4݇ െ 1ሻሺ݊ െ 4݇  3ሻሺ݊ െ 4݇  5ሻ

 ܱ ൬
1
݊
൰

ே

ଵ

ൌ 

ൌ െ
32
ߨ
൝െ

2
15


݊ െ 4݇  2

ሺ݊ െ 4݇  1ሻሺ݊ െ 4݇ െ 1ሻሺ݊ െ 4݇  3ሻሺ݊ െ 4݇  5ሻ

ே

ଵ

ൡ  ܱ ൬
1
݊
൰. 

Положив ܰ െ ݇ ൌ ෨݇  и заменив снова ෨݇  на ݇, получим 

ሺܮ ݂, തതതሻݔ ൌ
32
ߨ
ቐ
2
15

െ
1
64


݇  1

2

ቀ݇ଶ െ 1
16ቁ ቀ݇ 

3
4ቁ ቀ݇ 

5
4ቁ

ேିଵ

ଵ

ቑ  ܱ ൬
1
݊
൰. 

Так как 


݇  1

2

ቀ݇ଶ െ 1
16ቁ ቀ݇ 

3
4ቁ ቀ݇ 

5
4ቁ

ேିଵ

ୀଵ

 
1

݇ ቀ݇ଶ െ 1
16ቁ

ேିଵ

ଵ

൏
16
15

 
1
݇ଷ

ேିଵ

ୀଶ

൏
31
15
, 

 
отсюда и из предыдущего равенства следует, что  

lım
→∞
തതതതതܮሺ ݂, തതതሻݔ  1. 

Значит, полиномы Лагранжа ܮሺ ݂,   дают явлениеݔ ሻ в окрестностях точкиݔ
Гиббса. 
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The Gibbs phenomenon is well known for Fourier series and their generalizations and consists 

in the fact that at the points of discontinuity of the first kind of function, the limiting maximum oscilla-
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tion of the partial sums of its Fourier series can be strictly greater than the jump of the function itself. 
In the neighborhood of break points of the first kind, the Fourier series converges unevenly, and this is 
manifested in the fact that the sum of a finite number of terms of the Fourier series has characteristic 
bursts in the neighborhood of such break points of the original function, the frequency of which in-
creases with the number of terms of the finite sum of the series. 

It is known that at each continuity point the Fourier series converges to the value of function, 
and in the discontinuity point - it converges to arithmetic value for f(x0+0) и f(x0-0), т.е. 0,5[f(x0+0) + 
+ f(x0-0)]. Every term of series is a continuous function. Consequently, the theorem on uniformly con-
vergent series of continuous functions converging to continuous function implies that in discontinuity 
points the convergence of Fourier series is peculiar. 

Since the Lagrange interpolation polynomial on the roots of Chebyshev polynomials of the first 
kind, behave in a sense, in a similar way as Fourier series, for some classes of functions, it is natural to 
study the Gibbs phenomenon in the vicinity of the discontinuity points of the first kind. 

In this paper we prove the presence of the Gibbs phenomenon for the Lagrange interpolation 
polynomial constructed from the roots of Chebyshev polynomials for the function 	
݂ሺݔሻ ൌ ݔሺ݊݃݅ݏ െ  .ሻ at any point x_0∈(–1, 1)ݔ

 
Keywords: Fourier series, Gibbs phenomenon, Lagrange polynomial, Chebyshev polynomial, 

series sum. 
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