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В работе построена математическая модель изменения количества воды в водохранилище 
и функция плотности вероятности в виде стохастического дифференциального уравнения пара-
болического типа, используя разбиение временного интервала и числовую ось на элементарные 
отрезки используя определение интеграла и скорость перехода точки из одного отрезка на дру-
гой. Сформулирована задача Коши для конечного пространства накоплений для функции плот-
ности вероятности для нахождения давления воды на стенки водохранилища. 
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Предположим, что для каких-то целей река перегорожена плотиной. В результате 

образуется водохранилище, занимаемое определенную площадь с определенным объе-
мом воды. 

Водохранилище позволяет использовать воду для выработки электроэнергии, для 
орошения, для обеспечения водой населенных пунктов и т. д. Следовательно, ежесе-
кундно количество воды в водохранилище меняется. Это зависит от многих причин – 
от притока и оттока. 

Для моделирования изменения объема воды в водохранилище обозначим через 
 .ሻ функцию, характеризующую единицу измерения объема воды в водохранилищеݐሺݔ
Функция ݔሺݐሻ, зависящая от времени будем считать непрерывной и дифференцируемой. 

Производная функции ݔሺݐሻ есть предел  

lim
∆௧→଴

ݐሺݔ ൅ ሻݐ∆ െ ሻݐሺݔ

ݐ∆
ൌ
݀൫ݔሺݐሻ൯
ݐ݀

ൌ  ሺ1ሻ																																														ሻ,ݐᇱሺݔ

которая будет означать скорость изменения количества единиц объема воды в водохра-
нилище. 

На числовой оси ܱݔ отложим количество единиц ݔሺݐሻ объема воды, в виде точки. 
Производная ݔᇱሺݐሻ будет означать скорость изменения накопленного объема воды. В 
результате получаем пространство накоплений воды ߭ в момент времени ݐ. 

 ݔ																																		
 ሻݐሺݔ 0

которая с течением времени точка ݔሺݐሻ перемещается по пространству ܵ଴ со скоростью 
ௗ௫

ௗ௧
. 
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Размерность скорости перемещения будем считатьቂௗ௫
ௗ௧
ቃ ൌ Куб.ед.

сек.
. Эту скорость ݔᇱሺݐሻ 

можно выразить различными способами. Поэтому ее обозначим через функцию двух 
переменных ݔ	и	ݐ, т. е. ܨሺݔ,  ሻ. Получимݐ

ሻݐሺݔ݀

ݐ݀
ൌ ,ሻݐሺݔሺܨ ;ሻݐ ݔ݀ ൌ ,ݔሺܨ  ሺ2ሻ																																																					ݐሻ݀ݐ

Получим обыкновенное дифференциальное уравнение, которое будет описывать 
динамику изменения количества единиц воды в водохранилище, где ݔሺݐሻ – неизвестная 
функция, а ܨሺݔ, -ሻ – заданная функция. Будем считать, что в начальный момент времеݐ
ни ݐ ൌ 0 известны количество единиц воды в водохранилище. Получим начальное 
условие  

ሻ|௧ୀ଴ݐሺݔ ൌ  ሺ3ሻ																																																																													଴ݔ
В результате получается задача Коши (2), (3) для обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения. 
Вид функции ܨሺݔ, -ሻ в равенстве (2) зависит от притока и оттока воды в водохраݐ

нилище, т.е. 
ܨ ൌ П െ ܴ,																																																																																		ሺ4ሻ 

где П ൌ Пሺݔ,  ሻ выражает количество притока воды, а ܴ – количество оттока воды изݐ

водохранилища. Если П ൐ 0, ܴ ൌ 0, то функция ݔሺݐሻ возрастает, т. к. 
ௗ௫

ௗ௧
ൌ П ൐ 0. Если 

же ܴ ൐ 0, П ൌ 0, то 
ௗ௫

ௗ௧
ൌ െܴ, следовательно, количество воды в водохранилище 

уменьшается. 
При стационарном состоянии притока и оттока воды, можно легко определить ко-

личество единиц воды в водохранилище, в зависимости от времени года. К примеру, 
П ൌ П଴ ൅ Пଵ, где П଴ – приток количества единиц воды при стационарном режиме. Если 
течение реки за определенное время не меняется, то П଴ ൌ  Если же приток воды .ݐݏ݊݋ܿ
меняется в зависимости от времени года, то  

Пଵ ൌ  .ሻݐሺݔߙ
Поэтому  

П ൌ П଴ሺݐሻ ൅  ሺ5ሻ																																																																	ሻݐሺݔߙ
Аналогичным образом можно посчитать и количество расхода воды из водохра-

нилища с учетом сброса, использования для выработки электроэнергии, орошения, для 
бытовых целей и т. д. 

Для более точной математической модели необходимо по возможности детально 
подсчитать приток и отток воды водохранилища. В общем виде  

ݔ݀ ൌ ,ݔሺܨ  ሺ6ሻ																																																																					.ݐሻ݀ݐ
На количество воды в водохранилище, кроме стационарного процесса, влияет и 

экологический процесс. Это дожди, засуха, жара, ветры. Еще и социальный прогресс. 
Это изменение расхода воды для выработки электроэнергии, для орошения и социаль-
ные нужды. Поэтому, необходимо в модели учесть эти процессы. Будем считать эти 
процессы случайными. Поэтому эти случайные действия обозначим через ܺሺݐሻ и назо-
вем случайной величиной, которая определяет влияние случайных факторов в момент 
времени ݐ на процесс объема воды в водохранилище. 

Координата ݔ на числовой оси еще не описывает случайную величину ܺሺݐሻ, по-
этому для того, чтобы случайная величина Х была определена, необходимо задать 
функцию плотности распределения вероятностей 

߮ ൌ ߮ሺݕ, ;ݏ ,ݔ  ሺ7ሻ																																																																	ሻ,ݐ
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которая означает условную плотность вероятностей, т. е. вероятность события, что слу-
чайная величина из точки ݕ в момент времени ݏ находившаяся на одном отрезке в мо-
мент времени ߬	ሺݏ ൏ ߬ ൏  .попадает на другой отрезок на числовой оси ݐ ሻ ко времениݐ

Для случайной величины ܺሺݐሻ предположим, что выполняются условия Маркова-
Колмогорова-Чепмена [2], [3]. Поэтому такой случайный процесс	ܺሺݐሻ, считается мар-
ковским процессом, для которой выполняются условия сильной непрерывности. При 
ܿ ൌ 0	и	ܾ ൌ 1 из условий сильной непрерывности процесс считается 
ским	ሾ1ሿ, ሾ3ሿ. 

Если взять малый промежуток времени ∆ݐ, то за это время изменится, и случайная 
величина и примет значение ܺሺݐ ൅ ሻݐ∆ ൌ ܺሺݐ ൅  ሻ – суммарная случайная величинаݐ݀
накопления воды в водохранилище к моменту времени ݐ ൅  .ݐ݀

Величина 
ܺሺݐ ൅ ሻݐ݀ െ ܺሺݐሻ ൌ ݀ܺ																																																						ሺ8ሻ 

будет означать случайное изменение объема воды в водохранилище за промежуток 
времени ݀ݐ за счет случайного процесс. Если ݀ܺ ൐ 0 объем увеличивается, если 
݀ܺ ൏ 0, то уменьшается за время ݀ݐ. 

Величина ݀ܺ из равенства (7) называется стохастическим дифференциалом слу-
чайного процесса [1, 3, 9] 

Если стохастический дифференциал (8) принимает вид функции, то получится 
стохастическое дифференциальное уравнение, для решения которого можно использо-
вать формулу Ито [1, 2]. [10] 

Значение стохастического дифференциала (8) прибавим к уравнению (6). Тогда 
получим уравнение 

ݔ݀ ൌ ,ݔሺܨ ݐሻ݀ݐ ൅ ݀ܺ. 
Получим стохастическое дифференциальное уравнение, которое в общем виде 

можно записать в виде [3, 4]. 
ݔ݀ ൌ ,ݔሺܨ ݐሻ݀ݐ ൅ ,ݔሺܩ  ሺ9ሻ																																																														ሻ݀ܺݐ

В этом равенстве функции ܨሺݔ, ,ݔሺܩ	и	ሻݐ -ሻ неслучайные функции, а ܺ – марݐ
ковcкий стохастический процесс с функцией плотности распределения вероятностей 
(7). 

Если известно первоначальное значение случайной величины ܺሺݐሻ в момент вре-
мени ݐ, то случайную величину ܺሺݐ ൅  ሻ можно определить плотностью вероятностейݐ݀
(7), потому что ܺ является марковским процессом, и равенство (9) можно записать в 
виде 

ݐሺݔ ൅ ሻݐ∆ െ ሻݐሺݔ ൌ ,ሻݐሺݔሺܨ ݐ∆ሻݐ ൅ ,ሻݐሺݔሺܩ ݐሻ൫ܺሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ܺሺݐሻ൯.					 
Разбив временной интервал на элементарные отрезки ∆ݐ௜, положив ܺሺݐ௜ሻ ൌ -௜ поݖ

лучим для численного определения величины ݔሺݐሻ разностное уравнение 
௜ାଵݔ ൌ ,௜ݔሺܨ ௜ݐ∆௜ሻݐ ൅ ,௜ݔሺܩ  ሺ10ሻ																																																				௜ାଵݖ௜ሻݐ

Если использовать начальное условие (3) и разностную схему (10) можно полу-
чить одну из возможных траекторий случайной величины ݔሺݐሻ. 

Теперь предположим, что на оси ܱݔ имеется множества точек ܵ଴. Координата 
каждой точки определяется количеством единиц объема воды в водохранилище. Дадим 
точке ݔ малое приращение ∆ݔ и рассмотрим малый промежуток ሾݔ, ݔ ൅  ሿ. Пусть наݔ∆
этом промежутке в момент времени ݐ оказалось ∆ܸሺݔ,  ሻ точек. Тогда функцияݐ

lim
∆௧→଴

∆ܸሺݔ, ሻݐ
ݐ∆

ൌ ,ݔሺݑ  ሺ11ሻ																																																																		ሻݐ

будет определять плотность распределения точек. 
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Весь объем воды в момент времени ݐ будет на промежутке ∆ݔ 

ܸሺݐሻ ൌ න ,ݔሺݑ ሻݐ
௫మ

௫భ

 ሺ12ሻ																																																																,ݔ݀

следовательно, ׬ ,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ߭଴
ஶ
ିஶ  – объем всей воды в водохранилище. 

Для нахождения значения функции плотности вероятности ݑሺݔ,  ሻ необходимоݐ
получить дифференциальное уравнение. Для этого возьмем произвольный отрезок 
ሾݔଵ,  через ݔܱ ଶሿ и обозначим дополнение этого отрезка на осиݔ

Ω଴ ൌ ሺെ∞ ൏ ݔ ൏ ଵሻݔ ∪ ሺݔଶ ൏ ݔ ൏ ∞ሻ. 
С течением времени точка ݔ будет перемещаться по оси ܱݔ. За промежуток вре-

мени ሾݐଵ, ,ଵݔଶሿ на отрезке ሾݐ  ଶሿ будет находиться часть точке, некоторая часть точекݔ
выйдет из этого промежутка, часть точек попадет на этот отрезок, поэтому запишем 
уравнение баланса для интервала ሾݔଵ, ,ଵݐଶሿ за промежуток времени ሾݔ  :ଶሿݐ

∆ ௧ܸభ,௧మ ൌ ଵܹ ൅ ଶܹ ൅ ଷܹ,																																																								ሺ13ሻ  
где ∆ ௧ܸభ௧మ	–	изменение количества точек в течение времени ሾݐଵ, ,ଵݔଶሿ на отрезке ሾݐ  ;ଶሿݔ

ଵܹ – количество точек, которые были на отрезке ሾݔଵ, ,ଵݐଶሿ и остались за время ሾݔ  ଶሿ наݐ
этом отрезке; ଶܹ – число точек, попавших за время ሾݐଵ, ,ଵݔଶሿ на отрезок ሾݐ  за счет	ଶሿݔ
случайной величины; ଷܹ – число точек, которые попадут на отрезок ሾݔଵ, -ଶሿ за счет пеݔ
рехода из других отрезков числовой оси или ухода из интервала ሾݔଵ,  ଶሿ за промежутокݔ
времени ሾݐଵ,  .ଶሿݐ

Сначала вычислим ∆ ௧ܸభ,௧మ. Для этого используем равенство (12), получим 

∆ ௧ܸభ,௧మ ൌ ܸሺݐଶሻ െ ܸሺݐଵሻ ൌൌ න ,ݔሺݑ ݔଶሻ݀ݐ െ න ,ݔሺݑ ݔଵሻ݀ݐ ൌ න න
ݑ߲
ݐ߲

௧మ

௧భ

	ሺ14ሻ										ݐ݀ݔ݀
௫మ

௫భ

௫మ

௫భ

௫మ

௫భ

 

Для вычисления ଵܹ рассмотрим произвольную точку в окрестности ݔଵ. С течени-
ем времени эта точка ݔሺݐሻ будет двигаться со скоростью ܨሺݔ,  ሻ слева направо. За времяݐ
ܵ∆ эта точка пройдет расстояние ݐ∆ ൌ ,ݔሺܨ ,ଵݔи будет находиться на отрезке ሾ ݐ∆ሻݐ  .ଶሿݔ
Если учесть функцию плотности точек ݑሺݔ,  ଵ будет значениеݔ ሻ в окрестности точкиݐ
этой функции ݑሺݔଵ, ,ଵݔଵ на отрезок ሾݔ ሻ, то через точкуݐ  ݐ∆ ଶሿ за промежуток времениݔ
попадут множество точек 

,ଵݔሺݑ ܵ∆ሻݐ ൌ ,ଵݔሺݑ ,ଵݔሺܨሻݐ  ሺ15ሻ																																																									ݐ∆ሻݐ
Точно так же за промежуток времени ∆ݐ на отрезок ሾݔଵ,  ଶሿ могут попасть черезݔ

точку ݔଶ определенное количество точек  
െݑሺݔଶ, ܵ∆ሻݐ ൌ െݑሺݔଶ, ,ଶݔሺܨሻݐ  ሺ16ሻ																																																	ݐ∆ሻݐ

Поэтому, просуммировав эти значение (14) и (15) по всем временным промежут-
кам ∆ݐ௜	ሺ݅ ൌ 1, 2, … , ݊ሻ, которые получаются, разбив промежуток времени ሾݐଵ, -ଶሿ точкаݐ
ми ݐ௜, на ݊ промежутков и пронумеровав получим 

෍∆ܭ௜ ൌ െ෍ൣݑሺݔଶ, ,ଶݔሺܨ௜ሻݐ∆ ௜ሻݐ∆ െ ,ଵݔሺܨ௜൯ݐ,ଵݔ൫ݑ ௜൧ݐ∆௜ሻݐ∆
௜௜

 

Переходя в этом равенстве к пределу при ݐ௜ → 0, получим 

ଵܹ ൌ െන න
߲
ݔ߲

൫ݑሺݔ, ,ݔሺܨሻݐ ሺ17ሻ																																													ݐ݀ݔሻ൯݀ݐ
௫మ

௫భ

௧మ

௧భ

 

Для того чтобы вычислить значение ଶܹ необходимо рассмотреть число точек, ко-
торые переместятся на отрезок ሾݔଵ,  ଴ заܦ из дополнительного множества ݐ∆ за время	ଶሿݔ
счет случайных процессов. Для этого множество ܦ଴ разобьем на элементарные отрезки 
-количе ݐ ௜ будут находиться в момент времениݕ∆ ௜. На этом элементарном отрезкеݕ∆
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ство точек ݑሺݕ௜,  с ݐ∆ за время ݔܱ ௜. Это количество точек распределены по всей осиݕ∆ሻݐ
плотностью вероятностей ߮ሺݕ௜, ;ݐ ,ݔ ݐ ൅  .ሻݐ∆

Если взять интеграл по промежутку ሾݔଵ, -то полу ,ݐ∆ ଶሿ за промежуток времениݔ
чим, что точка ݔሺݐሻ из ܦ଴ попадает на отрезок ሾݔଵ,  ଶሿ, поэтому множество таких точекݔ
будет  

ଵܫ ൌ lim
∆௬೔→଴

෍න ݂ሺݕ௜, ;ݐ ,ݔ ݐ ൅ ,௜ݕሺݑ	ݔሻ݀ݐ∆ ሻݐ ൌ
௫మ

௫భ௜

ൌ න ቈන ,ݕሺݑ ,ݕሻ݂ሺݐ ;ݐ ,ݔ ݐ ൅ ݔሻ݀ݐ∆
௫మ

௫భ

቉ ݕ݀
஽బ

												 

За промежуток времени ∆ݐ точки ݔሺݐሻ случайно могут перейти из промежутка 
ሾݔଵ,   ଴. Поэтомуܦ ଶሿ на промежутокݔ

ଶܫ ൌ න ቈන ,ݕሺݑ ,ݕሻ݂ሺݐ ;ݐ ,ݔ ݐ ൅ ݔሻ݀ݐ∆
஽బ

቉ ݕ݀
௫మ

௫భ

 

В результате получим прирост точек ݔሺݐሻ за время ∆ݐ	на	промежуток	ሾݔଵ,  ଶሿ вݔ
виде равенства  

ܫ∆ ൌ ଵܫ െ ଶܫ ൌ න ቈන ,ݕሺݑ ,ݕሻ݂ሺݐ ;ݐ ,ݔ ݐ ൅ ݔሻ݀ݐ∆
௫మ

௫భ

቉ ݕ݀ ൌ
஽బ

ൌ න ቈන ,ݕሺݑ ,ݕሻ݂ሺݐ ;ݐ ,ݔ ݐ ൅ ݔሻ݀ݐ∆
஽బ

቉ ݕ݀
௫మ

௫భ

 

Если учесть интегральные преобразования ሾ5ሿ, свойства функции плотности  

න ݂ሺݕ, ;ݏ ,ݔ ݔሻ݀ݐ ൌ 1
ஶ

ஶ
 

для любого ݏ ൏ ∞െ,ݐ ൏ ݕ ൏ ∞, то получим  

ܫ∆ ൌ න ቈන ,ݕሺݑ ,ݕሻ݂ሺݐ ;ݐ ,ݔ ݐ ൅ ݕሻ݀ݐ∆ െ ,ݔሺݑ ሻݐ
ஶ

ିஶ
቉ ሺ18ሻ																																								ݔ݀

௫మ

௫భ

 

Свойства условной плотности вероятностей ሾ2ሿ, ሾ3ሿ дает оценка 

න ,ݕሺݑ ,ݕሻ݂ሺݐ ;ݐ ,ݔ ݐ ൅ ݕሻ݀ݐ∆ െ ሻݔሺݑ ൌൌ ൥
1
2
߲ଶ

ଶݔ߲
൭ܾ	ݑሺݔሻ െ

߲
ݔ߲

ሻ൱൩ݔሺݑ	ܿ ݐ∆ ൅ ሻݐሺ̅݋
ஶ

ିஶ
, 

где ܾ	и	ܿ – постоянные из условий сильной непрерывности марковского случайного 
процесса. 

Если подставить полученное выражение в равенство (18), то  

ܫ∆ ൌ න ቈ
1
2
߲ଶ

ଶݔ߲
ሺܾ	ݑሻ െ

߲
ݔ߲

ሺܿ	ݑሻ቉ ሺ19ሻ																																																							ݐ∆	ݔ݀
௫మ

௫భ

 

Теперь просуммируем значения (19) по всем интервалам ∆ݐ௜ и перейдем к пределу 
при ∆ݐ௜ → 0, то получим ሾ5ሿ: 

lim
∆௧೔→଴

෍∆ܫ௜ ൌ න න ቈ
1
2
߲ଶ

ଶݔ߲
൫ܾ	ݑሺݔ, ሻ൯ݐ െ

߲
ݔ߲

൫ܿ	ݑሺݔ, ሻ൯቉ݐ ݐ݀ݔ݀ ൌ ଶܹ																	ሺ20ሻ
௫మ

௫భ

௧మ

௧భ௜

 

Для вычисления ଷܹ будем считать, что на промежуток ∆ݔ могут попадать точки 
 .ݐ∆ за малый интервал времени ݔܱ ሻ из других промежутков осиݐሺݔ

Обозначим такое количество точек через ߮ሺݔ,   :ሻ. Следовательноݐ

ଷܹ ൌ න න ߮ሺݔ, ሺ21ሻ																																																																						ݐ݀ݔሻ݀ݐ
௫మ

௫భ

௧మ

௧భ
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Если в равенство (13) подставить выражения из равенств (14), (17), (20) и (21), по-
лучим  

න න
ݑ߲
ݐ߲
ݐ݀ݔ݀ ൌ

௫మ

௫భ

௧మ

௧భ

ൌ െන න
߲
ݐ߲
ሺݑሺݔ, ,ݔሺܨሻݐ ሻݐ݀ݔሻ݀ݐ

௫మ

௫భ

௧మ

௧భ

൅	න න ቈ
1
2
߲ଶ

ଶݔ߲
ሺܾ	ݑሻ െ

߲
ݔ߲

ሺܿ	ݑሻ቉ ݐ݀ݔ݀
௫మ

௫భ

൅ න න ݐ݀ݔ݀	߮
௫మ

௫భ

௧మ

௧భ

௧మ

௧భ

 

На основании теоремы о среднем ሾ5ሿ опустим интегралы, так как интервалы инте-
грирования ሾݐଵ, ,ଵݔሾ	и	ଶሿݐ  ଶሿ произвольные. Получимݔ

ݑ߲
ݐ߲

ൌ
1
2
߲ଶ

ଶݔ߲
ሺܾ	ݑሻ െ

߲
ݐ߲
൫ሺܿ ൅ ൯ݑሻܨ ൅ ߮																																																ሺ22ሻ 

Это параболическое уравнение с частными производными, которому удовлетворяют 
плотность точек ݔሺݐሻ, определяющих накопления количества воды в водохранилище. 

При отсутствии стохастического процесса будут ܿ ൌ 0; ܾ ൌ 0.  
Если в начальный момент времени ݐ известно количество точек ݔሺݐሻ, определяю-

щих единицу измерения воды в водохранилище, то получим начальное условие  
ሺ0ሻݑ ൌ ߰ሺݔሻ																																																																																			ሺ23ሻ 

Вместе с равенством (21) и начальным условием получим (23) задачу Коши. 
Аналогичные модели мощности фирмы, денежных вкладов и материальных цен-

ностей коммерческого банка получены в работах [6, 7, 8] и есть возможность построе-
ния математической модели с помощью стохастического дифференциального уравне-
ния для любого процесса подвергающего случайным воздействиям в течении опреде-
ленного времени. 
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