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В работе рассматривается один класс переопределённых обобщённых систем Коши–

Римана, для которых условия совместности выполняются тождественно и многообразие их ре-
шений находится явно. Для них исследуется поведение решений систем в особых точках дан-
ной области. 
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В работе введём некоторые обозначения: А – класс аналитических функций по 
комплексным независимым переменным; RA – класс вещественно-аналитических 
функций, то есть функции этого класса в окрестности каждой точки области могут 
быть представлены абсолютно сходящимися двойными степенными рядами. 

В работах И.Н. Векуа [1, 2], Л.Г. Михайлова [3–7] и других авторов были изучены 
обобщённые системы Коши–Римана (о. с. К.–Р.) с одной неизвестной функцией W от 
двух и многих независимых комплексных переменных вида: 
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Если условие совместности в о. с. К.–Р. (1) выполняется тождественно, тогда 
найдётся регулярное многообразие решений (1), выражаемое через произвольные ана-
литические функции  либо ),( 21 zz  [1–10]. Областью 2Ï  считаем полицилиндром 

 bWaП  ,z2 . В работах [3–11] было доказано, что, если даются системы типа 

(1) с сингулярными точками, можно проверить следующее необходимое условие: при 

ограниченности производных Wz  в о. с. К.–Р ),( zzfWz z   и при суще-

ствовании предела   0lim
0




Wz z
z

 необходимо следует, что 

.),(,0)0,0( 0 CzzWff   Таким образом, не решая о. с. К.–Р. (1), можно опреде-

лить поведение решения задачи формулой ),( zzfW   в точке вырождения 0z  . 
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В настоящей работе рассматривается один класс нелинейных переопределённых 
обобщённых систем Коши–Римана (п. о. с. К.–Р.) в классе (RA) – вещественно анали-
тических функций с сингулярными коэффициентами, для которых с учетом класса 
функции в данной системе устанавливается тождественное выполнение условия сов-
местности, а многообразие ее решений находится явно. Иначе говоря, нами будут рас-
смотрены классы систем, для которых либо в данной системе сингулярная точка устра-
няется и многообразие решений системы во всей области будет непрерывным, либо од-
на (из двух) сингулярная точка устраняется, а вторая остаётся в системе. Кроме того, 
исследуется поведение решений систем в точках вырождения области. 

1. В настоящей работе рассматривается вырождающееся п. о. с. К.–Р.  
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где  gfПRAWПRAgf ,),(),(, )0(
32  аналитические по переменной W. 

Наши цели – обеспечение тождественного выполнения условий совместности  
п. о. с. К.–Р. вида (2), а также нахождение непрерывного либо сингулярного многообра-
зия решений систем. По этой причине для существования непрерывного решения си-
стемы (2) по аналогии с [6] требуются ограниченность производной неизвестной функ-
ции по переменной 1z  и выполнение следующих условий:  
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Тогда из системы (2) необходимо имеем ,0);,,0,z( 221 Wzzf  

0);,,0,( 221 Wzzzg . Из этих двух соотношений имеем функции 

)2,1(),,,( 221  izzzhW i , непрерывные на данной области. Возможно, эти функции 

будут частными либо особыми решениями данной системы. Выполняя аналитическое 
продолжение функций комплексных переменных kz  на )2,1( kk , преобразуем си-

стему (2) в виде 
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Условием совместности этой системы будет 
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Пусть условие (5) выполняется, но не тождественно. Тогда из этого соотношения 
по аналогии с теоремой о неявной функции [9–12] имеем функцию ),,,( 2211  zzhW  . 
Если найденная функция удовлетворяет каждое уравнение системы (4), то оно будет 
частным либо особым решением системы. В противном случае системы (4) и (2) не бу-
дут совместными.  

Допустим, что условие (5) выполняется тождественно. Необходимое условие сов-
местности системы (4) очевидно. Будем доказывать достаточное условие совместности 
системы (4). Проинтегрировав первое уравнение системы (4) по переменной 1  как ре-
гулярной п. о. с. К.–Р., считая остальные переменные параметрами, имеем: 

)],,(;,,,[ 2212211  zzVzzFW  .                   (6) 



37 

Шарипов Б. Об одном классе нелинейной обобщённой системы Коши–Римана с сингулярными  
коэффициентами       

 

Вестник Дагестанского государственного университета 
Серия 1. Естественные науки. 2020. Том 35. Вып. 1 

Дифференцируя последнюю функцию из (6) по переменной 2 , подставим её зна-
чения во второе уравнение системы (4) и получим регулярное комплексное дифферен-
циальное уравнение (к. д. у.) вида 
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Далее доказываем, что правая часть к. д. у. (7) не зависит от переменной 1 . Для 

этого продифференцируем правую часть к. д. у. (7) по переменной 1 : 
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Преобразовав это соотношение, в числителе последней дроби получим 
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Поскольку по первому предположению условие (5) выполняется тождественно, 
каждые слагаемые в скобках равны нулю. Это означает, что правая часть к. д. у. (7) не 
зависит от независимой переменной 1 . Тогда в результате интегрирования регулярно-
го нелинейного к. д. у. (7) методом последовательных приближений имеем 

)],(;,,[ 21221 zzФzzVV  . 
Далее, подставляя значение V в (3) и переходя к прежним переменным, будем 

иметь 
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Теорема 1. Пусть в п. о .с. К.–Р. (2)  gfПRAWПRAgf ,),(),(, )0(
32  анали-

тические по переменной W. Если для системы (2) имеет место условие (3), а также 
условие (5) выполняется, но не тождественно, то находятся некоторые особые либо 
частные решения системы (2), непрерывные в области. Если условие (5) выполняется 
тождественно по всем переменным, тогда исходная система (2) также разрешима, и 
многообразие её решений определяется формулой (8), непрерывной всюду в области 

2П . При этом ее особенность устраняется.  
Замечание. 1. Если рассматривать п. о. с. К.–Р. вида          
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и для указанных п. о. с. К.–Р. условие совместности вида (4) будет выполнено тожде-
ственно, то в этих системах (9), (10) устраняются их особенности и будут справедли-
выми утверждения, равносильные предыдущей теореме 1. 

Замечание. 2. Если в п. о. с. К.–Р. (2) функция );,,,( 2211 Wzzzzf  определяется 
как некоторые функции класса RA, например, вида: 
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устраняются, и многообразие их решений найдется определёнными видами (непрерыв-
ными) функций. Например, в первом случае функция );,,,(g 2211 Wzzzz  (необходима и 
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где функции А(z1,…), Р(z1,…) выражаются через функции интегралов от а )z,z,z,(z 2211  

до ,W);z,z,p(z 221  а решение системы определяется формулой: 
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причём найденные решения изучаемых систем во всей данной области будут непре-
рывными (но, возможно, многозначными). 

2. Теперь рассмотрим п. о. с. К.–Р. вида 
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где  gfmПRAWПRAgf ,,0),(),(, )0(
32  аналитические по переменной W. Ана-

логично предыдущим пунктам в системе (11), аналитически продолжив функции по 
переменной kz  на )2,1( kk , преобразуем её в следующем виде: 
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Если в системе (12) при ограниченности )2,1( 
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то из равенства 0),...;(,0),...;( 11  WzgWzf  найдём функции )2,1(),,( 21  izzhW i  – 

аналитические и непрерывные во всем полицилиндре, являющиеся частными решения-
ми данной системы. Условием совместности системы (12) будет 
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Если условие (14) выполняется, но не тождественно, то из него находим некото-
рую функцию ),,,( 2211  zzhu  , которая, возможно, будет частным решением исход-
ной системы. 
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Теперь приступим к интегрированию системы (12) (вне особой точки). Допустим, 
что решением первого уравнения системы (12) будет функция 
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Если для последнего уравнения из (15) выполняется условие (3), то есть 
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считается частным решением к. д. у. (15) и самой системы (12). Если в к. д. у. (15) 
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k

)0(
3  ПП   непрерывно, 

а в точках )2,1(,0  kk  имеет особенности (m – 1)-того порядка по обеим перемен-

ным и будет представлено формулой:                 

 )],(;,,[;,,,),,,( 21
1
22122

1
112211 zzФzzzVzzzzFzzzzW mm  .      (16) 

Теорема 2. Пусть в п. о. с. К.–Р. (12)  gfПRAWПRAgf ,),(),(, )0(
32  анали-

тические по переменной W. Если в системе (12) будут выполнены условия (3) и условие 
совместности данной системы выполняется, но не тождественно, то система (12) 
имеет некоторые частные решения. А также если в к. д. у. (15) выполняется условие 
(3), то и к. д. у. (15), и система (12) будут иметь только лишь некоторое частное ре-
шение. Если условие совместности данной системы (12) выполняется тождественно, 
тогда п. о. с. К.–Р. (11) вне точки вырождения разрешимы, и многообразие её решений 
определяется формулой (16). При этом решение системы (11) по обеим переменным 
(причём многозначно) имеет особенности (m – 1)-го порядка (при m > 1) и логарифми-
ческую при m = 1, а в случае m < 1оно непрерывно.   

3. Теперь рассмотрим п. о. с. К.–Р. вида 
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где  gfПRAWПRAgf ,),(),(, )0(
32 аналитические по переменной W. 

Аналогично пунктам в предыдущей системе, аналитически продолжив перемен-
ную kz  на )2,1( kk , преобразуем её в следующем виде: 
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


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.                           (17) 

Условие совместности системы (17) имеет вид: 
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f
g
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


 .    (18) 

Если условие совместности (18) выполняется, но не тождественно, то из этого со-
отношения по аналогии с предыдущим пунктом получим некоторое частное решение 
системы (17). Пусть условие (18) выполняется тождественно. Интегрируя первое урав-
нение системы (17) по переменной 1  (методом последовательных приближений), счи-

тая 2  параметром, будем иметь 

     ),,(;,,,
1

W 2212211
2




zzVzzF .                (19) 

Далее, дифференцируя обе части соотношения (19) по переменной 2  с учётом 
второго уравнения системы (17), получим: 

    
VF

FFgV
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
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21

211
2
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.                (20) 

По аналогии с п. 1–3, проверяя, что правая часть к. д. у. (20) не зависит от пере-
менной 1 , получаем соотношение вида (18), для которого требовалось тождественное 
её выполнение. А это означает, что правая часть к. д. у. (20) не зависит от переменной 

1 . Интегрируя последнее к. д. у. (20) по переменной 2 , имеем 

)],(;,,[ 21221 zzФzzVV  , 
где Ф(z1, z2) – произвольная аналитическая функция. 

Подставляя значение функции V = V(z1,z2, …) из последнего соотношения в (19), 
переходя к предыдущим переменным, получим 

   ))z,Ф(z;,,(;,,,
1

W 212212211
2




zzVzzF .    

Таким образом, получено многообразие решений исходной системы, решение 
непрерывно по переменной 1 , а по второй переменной 2  в точке 0z22   имеет 
особенности первого порядка; после перехода к прежним переменным получим 

 ))z,Ф(z;,,(;,,,
z

1
W 212212211

2

zzzVzzzzF .                 (21) 

Теорема 3. Пусть в п. о .с. К.–Р. (17) ),(),(, )0(
32 ПRAWПRAgf   f, g – ана-

литические функции по переменной W. Если для системы (17) имеет место условие (3), 
а также условие (18) выполняется, но не тождественно, то находятся некоторые 
особые либо частные решения системы (17). Если условие (18) выполняется тожде-
ственно, тогда исходная система (17) разрешима и многообразие её решений опреде-

ляется формулой (21). Причём решение системы (17) в области 2П  по переменной 1  

непрерывно, а по переменной 2  в точке 02   имеет особенности первого порядка. 
Замечание 3. Если рассматривать п. о. с. К.–Р. вида          
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и для указанного п. о. с. К.–Р. условия совместности вида (18) будут выполнены тожде-
ственно, то для этой системы будут справедливыми утверждения предыдущей теоремы 3. 
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Замечание 4. Рассмотрим п. о. с. К.–Р. произвольного числа комплексных пере-
менных, например: 
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а также системы вида  
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  (23) 

где  kk fПRAПRAf ,)(W,)( )0(
3  аналитические по переменной W функций, и дру-

гие виды п. о. с. К.–Р. Если для этих систем условия совместности будут выполнены, но 
не тождественно, тогда, решая эти функциональные комплексные соотношения, воз-
можно, получим некоторые частные решения указанных систем. Если же эти условия 
совместности выполняются тождественно, то по аналогии с предыдущим пунктом по-
лучим многообразие решений системы (22) и (23) определёнными формулами, являю-
щихся непрерывными во всей области. 
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