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В статье исследована краевая задача со смещением для неоднородного уравнения пара-
боло-гиперболического типа второго порядка с волновым оператором в области гиперболично-
сти, когда в качестве граничного условия задана линейная комбинация с переменными коэф-
фициентами от значений искомой функции на двух независимых характеристиках и на линии 
изменения типа. Найдены необходимые и достаточные условия существования и единственно-
сти регулярного решения задачи. В некоторых частных случаях представление решения иссле-
дуемой задачи выписано в явном виде. 

 
Ключевые слова: уравнение параболо-гиперболического типа, первая краевая задача, за-

дача со смещением, теорема о среднем значении, условия разрешимости. 
 
Впервые задача с граничным условием, связывающим значения искомой функции 

на двух независимых характеристиках гиперболической части области для уравнения 
Лаврентьева–Бицадзе, была сформулирована и исследована в работе [1]. В работе [2] 
было введено понятие краевой задачи со смещением и исследован ряд нелокальных 
краевых задач с разными смещениями для гиперболических уравнений и уравнений 
смешанного типа. В работе [3] найдена связь между решением вырождающегося ги-
перболического уравнения и оператором дробного интегродифференцирования  
(в смысле Римана–Лиувилля) и дана методика постановки краевой задачи со смещени-
ем для уравнения Геллерстедта. Также в работе [3] было получено свойство решения 
уравнения Геллерстедта, которое является аналогом теоремы о среднем значении для 
волнового уравнения. Достаточно полная библиография научных работ, посвященных 
исследованиям краевых задач со смещениями, приведена в монографиях [4–9], а также 
в диссертациях [10–12]. Некоторые задачи со смещением, возникающие в естествозна-
нии, встречаются в монографиях [13–15]. 

Нами исследована краевая задача со смещением для неоднородного уравнения 
параболо-гиперболического типа второго порядка с волновым оператором в области 
гиперболичности, когда в качестве граничного условия задана линейная комбинация с 
переменными коэффициентами от значений искомой функции на двух независимых 
характеристиках и на линии изменения типа. Найдены необходимые и достаточные 
условия существования и единственности регулярного решения задачи. В некоторых 
частных случаях представление решения исследуемой задачи выписано в явном виде.  

На евклидовой плоскости независимых переменных x  и y  рассмотрим уравнение 
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где  yxff ,11  ,  yxff ,22   – заданные функции,  yxuu ,  – искомая функция. 
Уравнение (1) при 0y  совпадает с неоднородным волновым уравнением 

 yxfuu yyxx ,1 ,       (2) 

а при 0y  совпадает с неоднородным уравнением теплопроводности 

 yxfuu yxx ,2 .       (3) 

Уравнение (1) рассматривается в области  , ограниченной характеристиками 
0:  yxAC  и ryxCB :  уравнения (3) при 0y , выходящими из точки 

 2/,2/ rrC   и проходящими через точки  0,0A  и  0,rB   соответственно, а 

также прямоугольником с вершинами в точках A , B ,  hA ,00  ,  hrB ,0  , 0h  при 

0y . Обозначим  01  y ,  02  y ,   rxxJ  0:0, , 

J 21 . 
Регулярным в области   решением уравнения (1) назовем функцию  yxuu ,  из 

класса        2
2

1
21  xCCCC ,  JLuu yx 1,  , удовлетворяющую уравнению 

(1). 
Задача 1. Найти регулярное в области   решение уравнения (1), удовлетворяю-

щее условиям 
   yyu 1,0  ,     yyru 2,  ,   hy 0 ,  (4) 

               xxuxxuxxux r   0,0 ,  rx 0 ,  (5) 

где   





 

2
;

20
xx

x ,   





 


2

;
2

rxrx
xr  – аффиксы точек пересечения характеристик 

уравнения (2), выходящих из точки  0,x  с характеристиками AC  и BC  соответствен-

но;  y1 ,  y2 ,  y3 ;  x ,  x ,  x ,  x  – заданные функции. 

Пусть существует решение задачи (1), (4), (5), и пусть 
   xxu 0, ,  rx 0 ;      xxuy 0, ,  rx 0 .   (6) 

Переходя в уравнении (1) к пределу при 0y  с учетом обозначений (6), полу-
чим первое фундаментальное соотношение между функциями  x  и  x , принесенное 
из параболической части 2  на линию 0y : 

     0,2 xfxx   .     (7) 
При предельном переходе к 0y  из граничных условий (4) получим 

   00 1  ,    02 r .     (8) 
Найдем теперь фундаментальное соотношение между функциями  x  и  x , 

принесенное из гиперболической части 1  области   на линию изменения типа 0y . 
С этой целью докажем следующую лемму (теорему) о среднем значении для неодно-
родного одномерного волнового уравнения (2). 

Лемма 1. Всякое регулярное решение уравнения (2), удовлетворяющее условию 
   xxu 0, , обладает тем свойством, что 
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Действительно, решение задачи (6) для уравнения (2) выписывается по формуле 
[20]: 
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Из формулы (10) находим 
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откуда 
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Найдем  
        
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Из (11) и (12) приходим к (9). 
Для дальнейшего рассуждения воспользуемся формулой (9). Найдем значение 







 

2
;

2

rr
u . При 0x  из граничного условия (5) с учетом первого из условий (8) нахо-

дим 

          0
2

;
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0000 1  

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 

rr
u , 

откуда при   00   находим 

        
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Аналогично при rx  и   0r  из (5) и (8) найдем 

        
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Таким образом, если     0022   r , то значение искомой функции  yxu ,  в 

точке 





 

2
;

2

rr
C  находится по одной из формул (13) или (14). Пусть, например, 

  0r . Тогда равенство (9) перепишется в следующем виде: 

         xFxxuxu r 10   ,     (15) 
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Рассмотрим сначала случай, когда    xx     rx ,0 . Справедлива следую-
щая 

Теорема 1. Пусть заданные функции  y1 ,  y2 ,  y3 ;  x ,  x ,  x ,  x ; 

 yxf ,1 ,  yxf ,2  таковы, что 

 y1 ,  y2 ,      hChCy ,0,0 1
3  ;     (16) 

           rCrCxxxx ,0,0,,, 21  ;    (17) 

   1
1

1 , Cyxf ,    22 , Cyxf ;     (18) 

   xx   ,     0 xx  ,     022  xx     rx ,0 ;    (19) 

    0022   r .      (20) 
Тогда существует единственное регулярное в области   решение задачи 1. 

Действительно, из (5) с учетом (15) и (19) находим 
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При найденных значениях  x  и  x  решение исходной задачи (1), (4), (5) в области 

  выписывается по формуле (10), а в области   решение первой краевой задачи для 

уравнения теплопроводности (3) при заданных граничных условиях (4) и при заданном 
начальном условии    xxu 0,  выписывается по формуле [15]: 
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,;,  – функция Грина 

первой краевой задачи уравнения теплопроводности. 
Пусть теперь      rxxx ,0  . Справедлива следующая теорема един-

ственности регулярного решения задачи (1), (4), (5). 
Теорема 2. Пусть относительно заданных функций  x ,  x  и  x  выполнено 

условие (20), а также: 
      0222  xxx     rx ,0 ,     (22) 

       rCxxx ,0,, 1       (23) 
     rxxx ,0        (24) 

     
     rx

xx

xxx
,00

2
/















.    (25) 

Тогда решение задачи 1 единственно в требуемом классе. 
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Доказательство. При условии (24) из (5) и (15) приходим к следующей системе 
линейных алгебраических уравнений: 

         
               







xxxxuxxux

xFxxuxu

r

r




0

10 ,
   (26) 

относительно неизвестных   xu 0  и   xu r . Решая систему (24), находим, что 

      
           

   xx

xxFx
x

xx

xx
xu














 1
0

.    (27) 

С другой стороны, из формулы (10) находим, что 

           










0

2/
1

0

1
0 ,

2

1

2

1

2

0

x

tx

t

x

dtdstsfdss
x

xu  .   (28) 

Подставляя значение   xu 0  из (28) в (27), а затем дифференцируя полученное равен-

ство, приходим к следующему соотношению: 

        xFxxax 2
/   ,      (29) 

где        
   xx

xxx
xa








2

,          
   

/

1
0

2/
12 2, 











 
 xx

xxFx
dtttxfxF

x 
 . 

Соотношение (29) есть фундаментальное соотношение между функциями  x  и 
 x  в случае, когда соблюдено условие (24).  

Для соответствующей исходной задаче (1), (4), (5) однородной задачи 

      2,1,3,1,0,  jixyxfy ji   рассмотрим интеграл 

   
r

dxxxJ
0

 . 

Из соотношения (7) при условиях (8) имеем, что рассматриваемый интеграл 

       0
0

2

0

 
rr

dxxdxxxJ  .    (30) 

А из соотношения (29) находим 

               
rrr

dxxxadxxxaxdxxxJ
0

2

0

/

0

'
2

1  .   (31) 

Если выполнены условия (22), (23), (25) теоремы 2, то из (30) и (31) следует, что 
  0x . При этом из соотношений (7) или (29) имеем, что и   0x . Тогда из форму-

лы (10) заключаем, что   0, yxu  в области  , а из (21) следует, что   0, yxu  в  . 

Таким образом, показано, что однородная задача, соответствующая задаче (1), (4), (5), 
при выполнении условий теоремы 2 имеет только тривиальное решение   0, yxu  в 
области  , что говорит о единственности регулярного решения исследуемой задачи 1.  

Так как 

       
   

   
   

   
   

///

22
2

' 


































xx

xx

xx

xx

xx

xxx
xa










, 

то вместо условия (25) в теореме 2 можно воспользоваться одним из следующих более 
простых равносильных условий:  
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   
    0

/












xx

xx




 или 
   
    0

/












xx

xx




. 

Теорема 3. Пусть относительно заданных функций  y1 ,  y2 ,  y3 ;  x , 

 x ,  x ,  x ;  yxf ,1 ,  yxf ,2  выполнены условия (16), (20), (22), (23), (24), (25), и 
пусть 

   rCx ,01 ,    11 , Cyxf ,    22 , Cyxf .    (32) 
Тогда решение задачи 1 существует. 
Доказательство. Для доказательства теоремы 3 вернемся к соотношениям (7), (8) 

и (29). Исключая из (7) и (29) искомую функцию  x , относительно  x  приходим к 
задаче нахождения решения обыкновенного дифференциального уравнения второго 
порядка вида 

             xFxfxxaxxax 22 0,   ,    (33) 
удовлетворяющего условиям (8). 

При соблюдении условия (25) однородная задача, соответствующая задаче (33), 
(8) имеет только тривиальное решение   0x . Это следует из равенства 

                    0
2

1

0

2

0

2

0

 
rrr

dxxxadxxdxxxaxxaxx  . 

Поэтому, согласно общей теории линейных дифференциальных уравнений второго по-
рядка, существует единственная функция Грина  ,xG , с помощью которой решение 
задачи (32), (8) выписывается по формуле: 

           



   0,

1
1

0


r

draaxGxr
r

x  

               



 

rrr

dFxGdfxGdaxGx
r 0

2
0

22
0

/ ,0,,0,
1  . 

В случае, когда 
     

     rx
xx

xxx
,00

2
/














 , то есть в случае 

       
     rxconsta

xx

xxx
xa ,0

2








 , 

функция  ,xG  имеет следующий вид: 

   

   
     

1 1 , 0 ,1
,

1 1 , ,

a r ax

ar a r a x a

e e x
G x

a e e e e x r



  








 

     
    

   (34) 

и с помощью нее решение задачи (33), (8) выписывается в явном виде по формуле [21]: 

                 00,01,,0,, 12
0

2
0

2   xGxGdFxGdfxGx
rr

  . (35) 

Явный вид искомой функции  x   выписывается также и в случаях, когда ли-

бо     022  xx  , либо     022  xx  , либо же     022  xx   и при этом вы-

полнены условия (22), (23). Так, в случаях, когда     022  xx   или     022  xx  , 
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решение  x   задачи (33), (8) выписывается по формуле (35), где  ,G x  определя-

ется по формуле (34) при 1a  и 1a  соответственно. А при     022  xx   из 

условия (5) сразу следует, что    
 x

x
x


  . 

В каждом из рассмотренных выше случаев по найденному значению  x  из фун-

даментальных соотношений (7) или (29) можно найти и функцию  x . При этом реше-

ние исходной задачи (1), (4), (5) в области   выписывается по формуле Даламбера 

(10), а в области   решение задачи (3), (4) при заданном    xxu 0,  дается по фор-

муле (21). 
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