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В теории нелинейных сингулярных интегральных уравнений фундаментальную роль иг-

рают оценки для сингулярного интегрального оператора с ядром Коши и его приращения, на 
основе которых получают теоремы вложения в различных функциональных пространствах, 
способствующие доказательству существования решения уравнения и приближенному его 
нахождению. 

Проведенные в статье исследования преследуют цель получить аналогичные оценки для 
сингулярного интегрального оператора с обобщенным ядром Коши–Трикоми, частным случаем 
которого является оператор с ядром Коши. 

Основным методом исследования является метод преобразований, сводящий изучаемую 
проблему к ранее исследованным. В статье найдены замены переменных, которые сводят опе-
ратор с обобщенным ядром Коши–Трикоми к оператору с ядром Коши, позволяющие выявить 
известные оценки в удобной форме и, возвращаясь к первоначальным переменным, получить 
необходимые оценки для оператора с ядром Коши–Трикоми. 

Основным результатом исследований являются оценки, полученные для сингулярного 
интегрального оператора с обобщенным ядром Коши–Трикоми, и его приращения, а также вы-
текающие из этих оценок важные для дальнейших исследований следствия в виде неравенств. 

Можно сделать вывод, что достаточно много результатов, полученных относительно син-
гулярного интегрального оператора с ядром Коши, можно распространить на сингулярный ин-
тегральный оператор с ядром Коши–Трикоми. Раскрытие этих возможностей должно стать 
предметом дальнейших научных исследований.  

 
Ключевые слова: сингулярный интегральный оператор с обобщенным ядром Коши–

Трикоми, оценки оператора с ядром Коши–Трикоми и его приращения. 
 

Рассмотрим сингулярный интегральный оператор 

																				ܸሺݔ, ܾሻ ൌ ׬ ቀ ଵ

௧ି௫
െ ௕௧

ଵି௕௧௫
ቁ ݂ሺݔ, ݐሻ݀ݐ

ଵ
ିଵ 																				 (1) 

с ядром Коши–Трикоми [3, 4, 5], которое совпадает при b = 0 с ядром Коши [2], при  
b = 1 – с ядром Трикоми [1, 6, 7, 8], а при 0 < b < 1 занимает некоторое промежуточное 
положение. 

Известно, что в теории нелинейных сингулярных интегральных уравнений [2] 
роль исходной позиции занимают оценки для оператора ܸሺݔ, 0ሻ с ядром Коши и для его 
приращения ܸሺݔଶ, 0ሻ െ ܸሺݔଵ, 0). 

Естественно, по этой причине определенный научный интерес представляет по-
лучение аналогичных оценок для оператора (1) при 0 ൏ ܾ ൑ 1. 

Исследованию этой проблемы посвящена настоящая статья. 
Ради краткости и простоты изложения ограничимся рассмотрением частного слу-

чая (1): 
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௏ሺ௫,௕ሻ

ଵା௕௫మ
ൌ ׬ ቀ ଵ

௧ି௫
െ ௕௧

ଵି௕௧௫
ቁ ௙ሺ௫,௧ሻ

ଵା௕௧మ
0			,ݐ݀ ൑ ܾ ൑ 1,							

ଵ
ିଵ  (2) 

которое не ограничивает общности, как будет видно из проводимых исследований.  
Теорема. Если f(x, t) непрерывна в (–1; 1) ൈ (–1; 1) и для любых ݔ, ,ଵݔ ଶݔ ∈ ሺെ1; 1ሻ 

сходятся интегралы  

׬ |݂ሺݔ, ,ݐ݀|ሻݐ
ଵ
ିଵ ׬

ఠሺ௙,௢,ఋሺ௧ሻሻ,			ሾ௖ሺ௫భሻ,௖ሺି௫మሻሿ,			ሾ௖ሺ௫భሻ,௖ሺି௫మሻሿ

௧
,ݐ݀

ଵ
଴ 												 (3) 

где 			ߜሺݐሻ ൌ ሺଵା௕ሻ௧

ଵା௕௧మ
,			ܿሺݔሻ ൌ ሺଵି௫ሻሺଵି௕௫ሻ

ଶሺଵା௕௫మሻ
, 

߱ሺ݂, ,݋ ,ߜ ሾܿଵ, ݀ଵሿ, ሾܿଵ, ݀ଵሿሻ ൌ ,ݔሺ݂|݌ݑݏ ଵሻݐ െ ݂ሺݔ,   ଶሻ| приݐ
ଵݐ| െ |ଶݐ ൑ ,ሻݐሺߜ ݔ ∈ ሾܿଵ, ݀ଵሿ, ,ଵݐ ଶݐ ∈ ሾܿଶ, ݀ଶሿ, ሺс௞, ݀௞ሻ ∈ ሺെ1,1ሻ, ݇ ൌ 1,2, 
то	для	ܸሺݔ, ܾሻ	и	ܸሺݔଶܾሻ െ ܸሺݔଵܾሻ	из	ሺ2ሻ	справедливы следующие оценки: 

|ܸሺݔ, ܾሻ| ൑ 2ቐ
ሺ1 ൅ ଶሻሺ1ݔܾ ൅ ܾሻ
ሺ1 ൅ ሻሺ1ݔ ൅ ሻݔܾ

න |݂ሺݔ, ݐ݀|ሻݐ ൅
ሺ1 ൅ ଶሻሺ1ݔܾ ൅ ܾሻ
ሺ1 െ ሻሺ1ݔ െ ሻݔܾ

න |݂ሺݔ, ݐ݀|ሻݐ ൅

ଵ

ఈሺି௫ሻ

ିఈሺ௫ሻ

ିଵ

 

൅ሺ1 ൅ ଶሻݔܾ න
|݂ሺݔ, ݐ݀|ሻݐ

ሺݔ െ ሻሺ1ݐ െ ሻݐݔܾ
൅

ఉభሺ௫ሻ

ିఈሺ௫ሻ

ሺ1 ൅ ଶሻݔܾ න
|݂ሺݔ, ݐ݀|ሻݐ

ሺݐ െ ሻሺ1ݔ െ ሻݔݐܾ
൅

ఈሺି௫ሻ

ఉమሺ௫ሻ

 

		൅ ׬
ఠሺ௙,௢,ఋሺ௧ሻ,			ሾି௖ሺ௫ሻ,௖ሺି௫ሻሿ,			ሾି௖ሺ௫ሻ,௖ሺି௫ሻሿሻ

௧
ݐ݀

௚ሺ௫ሻ
଴ ቅ ;			 (4) 

൅
݄ሺ1 ൅ ܾሻሺ1 ൅ ଵݔܾ

ଶሻሺ1 ൅ ଶݔܾ
ଶሻ

ሺ1 െ ଵሻሺ1ݔ െ ଶሻሺ1ݔ െ ଵሻሺ1ݔܾ െ ଶሻݔܾ
න |݂ሺݔ, ݐ݀|ሻݐ ൅

݄݂ሺݔଵ, ଵሻሺ1ݔ ൅ ଶݔܾ
ଶሻ

ሺ1 ൅ ଶሻሺ1ݔ ൅ ଶሻݔܾ
൅

ଵ

ఈሺି௫ሻ

 

൅
݄݂൫ݔଶ,ݔଶ൯ሺ1 ൅ ଵݔܾ

ଶሻ

ሺ1 െ ଵሻሺ1ݔ െ ଵሻݔܾ
൅ 

 

൅ න
ሺ1 ൅ ଵݔܾ

ଶሻ|݂ሺݔ, ݐ݀|ሻݐ
ሺݐ െ ଵሻሺ1ݔ െ ሻݐଵݔܾ

൅ න
ሺ1 ൅ ଶݔܾ

ଶሻ|݂ሺݔ, ݐ݀|ሻݐ
ሺݔଶ െ ሻሺ1ݐ െ ሻݐଶݔܾ

൅

௚ሺ௫మ,ீమሻ

ఊሺ௫భ,௫మሻ

ఊሺ௫భ,௫మሻ

௚ሺ௫భ,ீభሻ

 

 

൅
ሺ1 ൅ ଶݔܾ

ଶሻሺ1 ൅ ܾሻ
ሺ1 ൅ ଶሻሺ1ݔ ൅ ଶሻݔܾ

න |݂ሺݔଶ, ሻݐ െ ݂ሺݔଵݐሻ|݀ݐ

ିఈሺ௫భሻ

ିଵ

൅ 

൅
ሺ1 ൅ ଵݔܾ

ଶሻሺ1 ൅ ܾሻ
ሺ1 െ ଵሻሺ1ݔ െ ଵሻݔܾ

න |݂ሺݔଶ, ሻݐ െ ݂ሺݔଵݐሻ|݀ݐ

ଵ

ఈሺି௫మሻ

൅ 

൅h න
ω൬݂, 0, ,ሻݐሺߜ ሾߜሺݔଵሻ, ,ଶሻሿݔሺߜ ൤െܿሺݔଵሻ,

ଵሻݔሺߜ ൅ ଶሻݔሺߜ
2 ൨൰

tሾሺ1 ൅ bሻt ൅ hሺ1 ൅ btଶሻሿ

஑ሺି୶భሻ

଴

൅ 

൅݄ න
߱ ൬݂, 0, ,ሻݐሺߜ ሾߜሺݔଵሻ, ,	ଶሻሿݔሺߜ ൤

ଵሻݔሺߜ ൅ ଶሻݔሺߜ
2 , ܿሺെݔଶሻ൨൰

ሾሺ1ݐ ൅ ܾሻݐ ൅ ݄ሺ1 ൅ ଶሻሿݐܾ
ݐ݀

ఈሺ௫మሻ

଴

൅ 

൅߱ሺ݂, ݄, 0, ሾߜሺݔଵሻ, ,ଶሻሿݔሺߜ ሾെܿሺݔଵሻ, ܿሺݔଶሻሿሻ ln
ସ

௛
,	 (5) 

где 
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ሻݔሺߙ ൌ
2ܿሺݔሻ

ሺ1 ൅ ܾሻ ൅ ඥሺ1 ൅ ܾሻଶ െ 4ܾܿଶሺݔሻ
, ሻݔ௞ሺߚ ൌ

2݃௞ሺݔሻ

ሺ1 ൅ ܾሻ ൅ ሺඥሺ1 ൅ ܾሻଶ െ 4ܾ݃௞
ଶሺሺݔሻ

	, 

݃௞ሺݔሻ ൌ ሻݔሺߜ ൅ ሺെ1ሻ௞ܩሾߜሺݔሻሿ, ݇ ൌ 1,2,	 

gሺxሻ ൌ
gଶሺxሻ െ gଵሺxሻ

ሺ1 ൅ bሻ ൅ ሺඥሺ1 ൅ bሻଶ െ bሾgଶሺxሻ െ gଵሺxሻሿଶ
	, 

γሺxଵ, xଶሻ ൌ
δሺxଵሻ ൅ δሺxଶሻ

ሺ1 ൅ bሻ ൅ ඥሺ1 ൅ bሻଶ െ bሾδሺxଵሻ ൅ δሺxଶሻሿଶ
,	 

gሺx, G୩ሻ ൌ
2ሾδሺxሻ െ ሺെ1ሻ୩G୩ሿ

ሺ1 ൅ bሻ ൅ ሺඥሺ1 ൅ bሻଶ െ 4bሾδሺxሻ െ ሺെ1ሻ୩G୩ሿଶ
	, 

݇ ൌ 1,2; ሻሿݔሺߜሾܩ ൌ minሾܿሺെݔሻ, ܿሺݔሻሿ , ଵܩ ൌ ݉݅݊ ൤
݄
2
, ܿሺെݔଵሻ൨	, 

ଶܩ ൌ ݉݅݊ ൤
݄
2
, ܿሺݔଶሻ൨ , ݄ ൌ

ሺ1 ൅ ܾሻሺݔଶ െ ଵሻሺ1ݔ െ ଶሻݔଵݔܾ
ሺ1 ൅ ଵݔܾ

ଶሻሺ1 ൅ ଶݔܾ
ଶሻ

, 

߱ሺ݂, ,ߜ ,݋ ሾܿଵ, ݀ଵሿ, ሾܿଶ, ݀ଶሿሻ ൌ ,ଵݔሺ݂|݌ݑݏ ሻݐ െ ݂ሺݔଶ,  при		ሻ|ݐ
ଵݔ| െ |ଶݔ ൏ ,ߜ ,ଵݔ ଶݔ ∈ ሾܿଵ, ݀ଵሿ, ݐ ∈ ሾܿଶ, ݀ଶሿ, ሺܿ௞, ݀௞ሻ ∈ ሺെ1,1ሻ, ݇ ൌ 1,2. 

 

Доказательство. Из легко проверяемого равенства  
ሺt െ xሻሺ1 െ btxሻ

ሺ1 ൅ btଶሻሺ1 ൅ bxଶሻ
ൌ

t
1 ൅ btଶ

െ
x

1 ൅ bxଶ
		 

следует, что в результате замены переменных согласно формулам 

ܵ ൌ
ሺଵା௕ሻ௧

ଵା௕௧మ
, ݕ ൌ

ሺଵା௕ሻ௧

ଵା௕௧మ
, ݏ݀ ൌ ሺଵା௕ሻሺଵି௕௫మሻ

ሺଵା௕௧మሻమ
 (6) 			ݐ݀

равенство (2) можно переписать в виде 

߮ሺݕሻ ൌ ׬
టሺ௬,௦ሻ

௦ି௬
ݏ݀

ଵ
ିଵ , (7) 

где ߮ሺyሻ ൌ Vሺx, bሻ, ψሺy, sሻ ൌ fሺx, ,ሻݐ tሾሺ1 ൅ bሻ ൅ ඥሺ1 ൅ bሻଶ െ 4bsଶ ൌ 2s,	 
ሾሺ1ݔ ൅ ܾሻ ൅ ඥሺ1 ൅ ܾሻଶ െ ଶݕ4ܾ ൌ  (8) .ݕ2

Для оператора φሺyሻ с ядром Коши (7) и для его приращения ߮ሺݕଶሻ െ ߮ሺݕଵሻ при 
условии непрерывности 	߰ሺݕ, ሺെ1,1ሻ	в		ሻݏ ൈ ሺെ1,1ሻ и сходимости для любых	ݕ, ,ଵݕ ଶݕ ∈
ሺെ1; 1ሻ интегралов  

׬ |߰ሺݕ, ,ݏ݀|ሻݏ
ଵ
ିଵ ׬

ఠቀట,଴,௦,ቂ೤భషభ
మ

,೤మశభ
మ

ቃ;	ቂ೤భషభ
మ

,೤మశభ
మ

ቃቁ

௦
,	ݏ݀

ଵ
ିଵ  (9) 

где 

߱ ቀ߰, 0, ,ݏ ቂ௬భିଵ
ଶ
, ௬మାଵ

ଶ
ቃ ; 	ቂ௬భିଵ

ଶ
, ௬మାଵ

ଶ
ቃቁ ൌ sup|߰ሺу, ଵሻݏ െ ߰ሺу,  ,|ଶሻݏ

когда 

ଵݏ| െ |ଶݏ ൏ ,ݕ				,ݏ ,ଵݏ ଶݏ ∈ ቂ
௬భିଵ

ଶ
, ௬మାଵ

ଶ
ቃ ;	ቂ௬భିଵ

ଶ
, ௬మାଵ

ଶ
ቃ ⊂ ሺെ1,1ሻ, 

известны оценки [2], которые в удобной для наших исследований форме могут быть 
представлены в виде  

|߮ሺݕሻ| ൑ 2	

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

1
ݕ ൅ 1

න |߰ሺݕ, ݏ݀|ሻݏ ൅
1

1 െ ݕ
න|߰ሺݕ, ݏ݀|ሻݏ ൅ න

|߰ሺݕ, ݏ݀|ሻݏ
ݕ െ ݏ

൅

௬ିீሺ௬ሻ

௬ିଵ
ଶ

ଵ

௬ାଵ
ଶ

௬ିଵ
ଶ

ିଵ

 

൅׬
|టሺ௬,௦ሻ|ௗ௦

௦ି௬
൅ ׬

ఠቀట,଴,௦,ቂуషభ
మ
,уశభ
మ
ቃ;ቂуషభ

మ
,уశభ
మ
ቃቁ

௦
ቋݏ݀ ,

ீሺ௬ሻ
଴

೤శభ
మ

௬ାீሺ௬ሻ  (10) 
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|߮ሺݕଶሻ െ ߮ሺݕଶሻ| ൑ 4

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

݄
ሺݕଵ ൅ 1ሻሺݕଶ ൅ 1ሻ

න |߰ሺݕଵ, ݏ݀|ሻݏ

௬భିଵ
ଶ

ିଵ

൅ 

൅
݄

ሺ1 െ ଵሻሺ1ݕ െ ଶሻݕ
න |߰ሺݕଶ, ݏ݀|ሻݏ ൅

݄߰ሺݕଵ, ଵሻݕ
1 ൅ ଶݕ

൅
݄߰ሺݕଶ, ଶሻݕ
1 െ ଵݕ

൅

ଵ

ଵା௬మ
ଶ

 

൅ න
|߰ሺݕ, |ሻݏ

ݏ െ ଵݕ
ݏ݀

௬భା
௛
ଶ

௬భାீభ

൅ න
|߰ሺݕଶ, |ሻݏ

ଶݕ െ ݏ
ݏ݀ ൅

௬మିீమ

௬మି
௛
ଶ

1
1 ൅ ଶݕ

න |߰ሺݕଶ, ሻݏ െ ߰ሺݕଵ, ݏ݀|ሻݏ ൅

௬భାଵ
ଶ

ିଵ

 

൅
1

1 െ ଵݕ
න |߰ሺݕଶ, ሻݏ െ ߰ሺݕଵ, ݏ݀|ሻݏ ൅

ଵ

ଵା௬మ
ଶ

݄ න
߱ ቀ߰, 0, ,ݏ ሾݕଵ, ,	ଶሿݕ ቂ

ଵݕ െ 1
2 ;

ଵݕ ൅ ଶݕ
2 ቃቁ

ݏሺݏ ൅ ݄ሻ
ݏ݀ ൅

௬భାଵ
ଶ

ଵି௬మ
ଶ

 

൅݄ න
߱ ቀ߰, 0, ,ݏ ሾݕଵ, ,	ଶሿݕ ቂ

ଵݕ ൅ ଶݕ
2 ;

1 ൅ ଶݕ
2 ቃቁ

ݏሺݏ ൅ ݄ሻ
ݏ݀ ൅

ଵି௬మ
ଶ

଴

 

			൅߱ ቀ߰, ݄, 0, ሾݕଵ, ,	ଶሿݕ ቂ
௬భିଵ

ଶ
, ௬మାଵ

ଶ
ቃቁ ln ସ

௛
	, (11) 

где ݄ ൌ ଶݕ െ ,ଵݕ ሻݕሺܩ ൌ ݉݅݊ ቄ௬ାଵ
ଶ
, ଵି௬
ଶ
ቅ , ଵܩ ൌ ݉݅݊ ቄ௛

ଶ
, ௬భାଵ

ଶ
ቅ, 

ଶܩ ൌ ݉݅݊ ൜
݄
2
,
1 െ ଶݕ
2

ൠ , ߱ሺ߰, 0, ,ݏ ሾܿଵ, ݀ଵሿ;		ሾܿଶ, ݀ଶሿሻ ൌ sup|߰ሺݕ, ଵሻݏ െ ߰ሺݕ,  ,|ଶሻݏ

ଵݏ| െ |ଶݏ ൏ ,ݏ ݕ ∈ ሾܿଵ, ݀ଵሿ, ଶݏଵݏ		 ∈ ሾܿଶ, ݀ଶሿ, ሾܿ௞, ݀௞ሿ∁ሺെ1,1ሻ, ݇ ൌ 1,2;	 

߱ ቀ߰, ݄, 0	, ሾݕଵ, ;ଶሿݕ ቂ
௬భିଵ

ଶ
, ௬మାଵ

ଶ
ቃቁ = 

ൌ sup|ψሺݕଵ, ሻݏ െ ψሺݕଶ, ,|ሻݏ ଵݕ| െ |ଶݕ ൏ ݄	, 

,ଵݕ ଶݕ ∈ ሺെ1,1ሻ, ݏ ∈ ൤
ଵݕ െ 1
2

,
ଶݕ ൅ 1
2

൨ ⊂ ሺെ1,1ሻ. 

Возвращаясь в (9), (10), (11) к старым переменным t, x, f согласно формулам (6), 
(8) с учетом очевидных неравенств  

ሺ1 െ ଶሻݐܾ ൏ 1, ሺ1 െ ଶሻݐܾ ൏ ሺ1 ൅   без особого труда можно получить условия		ଶሻ,ݐܾ
(3) и утверждения (4), (5) теоремы, что завершает ее доказательство. 

Следствие 1. Если ݂ሺݔሻ суммируема в ሺെ1, 1ሻ и сходится интеграл 

׬
ఠ൫௙,ఋሺ௧ሻ൯,ሾି௖ሺ௫భሻ,௖ሺ௫మሻሿ

௧
,ݐ݀ ሻݐሺߜ ൌ

ሺଵା௕ሻ௧

ଵା௕௧మ
,

ଵ
଴ 			ܿሺݔሻ ൌ ሺଵି௫ሻሺଵି௕௫ሻ

ଶሺଵା௕௫మሻ
,	 (12) 

где ߱, ሺ݂, ,ଵሻݔሻሾെܿሺݐሺߜ ܿሺݔଶሻሿሻ ൌ sup|݂ሺݐଵሻ െ ݂ሺݐଶሻ|	при	|ݐଵ െ |ଶݐ ൏  ሻݐሺߜ
	tଵ, tଶ ∈ ሾെcሺxଵሻ, cሺxଶሻሿ, 		xଵ, xଶ, то для функции ܸሺݔ, ܾሻ из равенства 

௏ሺ௫,௕ሻ

ଵା௕௫మ
ൌ ׬ ቀ ଵ

௧ି௫
െ ௕௧

ଵି௕௫௧
ቁ ௙ሺ௧ሻ

ଵା௕௧మ
ݐ݀

ଵ
ିଵ , 0 ൑ ܾ ൑ 1				 (13) 

справедливы оценки, получаемые из (4), (5) с учетом равенств ݂ሺݔଶ, ሻݐ െ ݂ሺݔଵ, ሻݐ ൌ 
ൌ ݂ሺݐሻ െ ݂ሺݐሻ ൌ 0 

߱ሺ݂, ݄, 0, ,ሻݐሺߜ ሾെܿሺݔଵሻ, ܿሺݔଶሻሿሻ ൌ 0	и	заменой	݂ሺݔ,  ,ሻݐ݂ሺ	на	ሻݐ
߱ሺ݂, ݄, 0, ,	ሻݐሺߜ ሾെܿሺݔଵሻ, ܿሺݔଶሻሿሻ		на	߱ሺ݂, 0, ,	ሻݐሺߜ ሾെܿሺݔଵሻ, ܿሺݔଶሻሿሻ. 
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Следствие  2.  Если		݂ሺݔ,   непрерывна  на  (–1, 1)ൈ(–1, 1)  и		ሻݐ
݂ሺെ1,െ1ሻ ൌ ݂ሺ1,1ሻ ൌ 0, то для функции V(x, b) и её приращения 

ܸሺݔଶ, ܾሻ െ ܸሺݔଵ, ܾሻ	из (2) справедливы оценки 

|ܸሺݔ, ܾሻ| ൑ ׬8
ఠሺ௙,ఋሺ௧ሻ,଴ሻ

௧
ݐ݀ ൅ ׬7

ఠ൫௙,଴,ఋሺ௧ሻ൯

௧
ݐ݀

ଵ
଴

ଵ
଴ , (14) 

|ܸሺݔଶ, ܾሻ െ ܸሺݔଵܾሻ| ൑ 44݄න
߱൫݂, 0, ሻ൯ݐሺߜ

ሾሺ1ݐ ൅ ܾሻݐ ൅ ሺ1 ൅ ଶሻ݄ሿݐܾ
൅ 64න

߱ሺ݂, ,ሻݐሺߜ ሻ݋

ݐ

௛

଴

ݐ݀ ൅

ଵ

଴

 

൅	4߱ሺ݂, ݄, 0ሻ ln ଶ

௛
,		 (15) 

где модули непрерывности ߱൫݂, 0, ,ሻ൯ݐሺߜ ߱ሺ݂, ,ሻݐሺߜ 0ሻ, ߱ሺ݂, ݄, 0ሻ	берутся на всем от-
резке [–1, 1] и с учетом этого определяются так же, как и в теореме. 

Доказательство следствия 2, то есть справедливости неравенств (14) и (15), легко 
можно получить из известных [2] аналогичных неравенств для ߮ሺݕሻ из (7) путем пере-
хода к переменным t, x, f согласно (6) и (8), точно так же, как это было сделано при до-
казательстве теоремы.  

Следствие 3. Если функция ݂ሺݔሻ непрерывна на [–1, 1] и ݂ሺെ1ሻ ൌ ݂ሺ1ሻ ൌ 0, то 
для функции V(x, b) из (13) имеют место оценки 

|ܸሺݔ, ܾሻ| ൏ ׬7
ఠ൫௙,			ఋሺ௧ሻ൯

௧
,ݐ݀ |ܸሺݔଶ, ܾሻ െ ܸሺݔଵ, ܾሻ| ൑ 44݄ ׬

ఠሺ௙,			ఋሺ௧ሻሻௗ௧

௧ሾሺଵା௕ሻ௧ାሺଵା௕௧మሻ௛ሿ
	

ଵ
଴

ଵ
଴ . (16) 

Справедливость неравенств (16) легко установить, исходя из неравенств (14), (15) 
с учетом ߱ሾሺ݂ሺݔሻ, ,ሻݐሺߜ 0ሻሿ ൌ 0 по определению.  

Следует обратить внимание на то, что приведенные выше исследования опирают-
ся на ограничение параметра 0 ൑ ܾ ൑ 1 в операторе ܸሺݔ, ܾሻ. 

Возникает вопрос: можно ли рассматривать оператор ܸሺݔ, ܾሻ при ܾ ൐ 1 и полу-
чить аналогичные результаты? 

Получить ответ на этот вопрос можно, но непросто. 
Дело в том, что при ܾ ൐ 1 замена переменной интеграции по формуле (6) на всем 

промежутке [–1, 1] не работает, так как ቂെ ଵ

√௕
, ଵ
√௕
ቃ ⊂ഥ ሾെ1, 1ሿ, и вместо двух особых точек 

на концах отрезка надо учесть еще две особые точки внутри. 
Однако эта проблема снимается, если вместо оператора (1) рассматривать опера-

тор  

ܸሺݔ, ܾሻ ൌ ׬ ቀ ଵ

௧ି௫
െ ఈమ௧

ଵିఈమ௧௫
ቁ ݂ሺݔ, ݐሻ݀ݐ

భ
ഀ

ିభ
ഀ

, 

который содержит параметр ߙ не только в ядре, но и в пределах интеграции. 
Любопытно обратить внимание на предельные случаи: ݓሺݔ, 1ሻ ൌ ܸሺݔ, 1ሻ,  

ܹሺݔ, 0ሻ ൌ න
݂ሺݔ, ሻݐ

ݐ െ ݔ

ஶ

ିஶ

 .ݐ݀

Оператор ܹሺݔ, 0ሻ достаточно хорошо изучен, информацию об этом можно найти 
в монографиях [2, 9, 10] и в научных статьях.  

Исследование ܸሺݔ, ሻ при 0ߙ ൏ ߙ ൑ ∞ можно провести так же, как и для ܹሺݔ, 1ሻ, 
так как замена переменных согласно равенствам ߬ ൌ ,ݐߙ ݕ ൌ ,ݔߙ ߙ ് 0 сводит ܹሺݔ,  ሻߙ

к оператору ܸሺݕ, 1ሻ с плотностью ݂ ቀ௬
ఈ
, ఛ
ఈ
ቁ. 

Заключение. Полученные результаты показывают, что известные оценки сингу-
лярного оператора с ядром Коши и его приращения, играющее достаточно значимое 
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место в теории сингулярных интегральных уравнений, как линейных, так и нелиней-
ных, могут быть распространены на сингулярные операторы с ядром Коши–Трикоми и 
использованы при построении теории сингулярных интегральных уравнений с ядром 
Коши–Трикоми. 
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The fundamental role is played in the theory of nonlinear singular integral equations by esti-

mates for the singular integral operator with Cauchy kernel and its increments on the basis of which 
the embedding theorems in various functional spaces are obtained, contributing to the proof of the ex-
istence of the equation solution and its approximate finding. 

The studies carried out in the article aim at obtaining similar estimates for a singular integral 
operator with a generalized Cauchy–Tricomi kernel, a special case of which is an operator with a Cau-
chy kernel. 

The main method of research is the method of transformations, which reduces the studied prob-
lem to the previously studied one. The article found changes of variables that reduce the operator with 
the generalized Cauchy–Tricomi kernel to the operator with the Cauchy kernel, allowing to reveal 
known estimates in a convenient form, and returning to the original variables obtain the necessary es-
timates for the operator with the Cauchy–Tricomi kernel. 

The main result of the research is the estimates obtained for a singular integral operator with a 
generalized Cauchy–Tricomi kernel and its increments. The inequalities important for further investi-
gations are also derived from these estimates. 

The authors conclude that quite a lot of results obtained with respect to a singular integral opera-
tor with a Cauchy kernel can be extended to a singular integral operator with a Cauchy–Tricomi kernel 
and the disclosure of these possibilities should be the subject of further scientific research. 

 
Keywords: singular integral operator with generalized Cauchy–Tricomi kernel, Estimates of the 

operator with the Cauchy–Tricomi kernel and its increments. 
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