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В статье представлен обзор полученных автором основных научных результатов по со-
зданию новых информационных технологий на основе текстур, фракталов, дробных операторов 
и методов нелинейной динамики. Исследования проводились в рамках научного направления 
«Фрактальная радиофизика и фрактальная радиоэлектроника: проектирование фрактальных 
радиосистем», разрабатываемого автором с 1979 года по настоящее время.  
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Введение  
В статье рассматриваются основные направления внедрения текстур, фракталов, 

дробных операторов, динамического хаоса и методов нелинейной динамики для созда-
ния новых информационных технологий. Исследования проводились в фундаменталь-
ном научном направлении «Фрактальная радиофизика и фрактальная радиоэлектрони-
ка: проектирование фрактальных радиосистем», инициированного и разрабатываемого 
автором в ИРЭ им. В.А. Котельникова РАН с 1979 года по настоящее время. Проведе-
ние данных исследований необходимо для более точного описания реальных процес-
сов, происходящих в радиофизических и радиотехнических системах. Это прежде всего 
учет эредитарности (памяти), негассовости и скейлинга (самоподобия, автомодельно-
сти) физических сигналов и полей. Все эти понятия входят в определение фракталов, 
впервые предложенных Б. Мандельбротом в 1975 году [1].  

 
Теоретические основы созданных фрактально-скейлинговых методов 

При фрактально-скейлинговом подходе описание и обработка сигналов и полей 
проводятся исключительно в пространстве дробной меры с применением гипотез скей-
линга, негауссовских устойчивых распределений с тяжелыми хвостами и по возможно-
сти с применением аппарата дробных интегропроизводных. Наличие в уравнениях 
дробной производной по времени интерпретируется как наличие памяти, а в случае 
стохастического процесса – немарковости.  

Основным свойством фракталов является нецелое значение их размерности D. 
Понятие меры и размерности Хаусдорфа [2] определяется p-мерной мерой с произ-
вольным вещественным положительным числом p. Её ввел Хаусдорф в 1919 г. Поня-
тия, введенные Хаусдорфом, основываются на конструкции Каратеодори (1914 г.). Раз-
мерность Хаусдорфа AHdim  определяется через хаусдорфову а-меру mesH,  множе-
ства в виде  
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где нижняя грань inf берется по конечным или счетным покрытиям Г множества А ша-
рами U, диаметр которых d(U)<  .  

Размерность AHdim  определяется как такое число 0 , что мера (1) при 0   

равна нулю, а при 0   – бесконечности.  
В основе современной теории вероятностей лежат предельные теоремы о сходи-

мости распределений сумм независимых случайных величин к так называемым устой-
чивым распределениям: гауссовским или негауссовским. Первые опираются на цен-
тральную предельную теорему, а вторые (негауссовские) – на предельную теорему, до-
казанную Б.В. Гнеденко (1939 г.) и В. Дёблин (1940 г.) [3]. Для того чтобы закон рас-
пределения F(x) принадлежал области притяжения устойчивого закона с характеристи-
ческим показателем   (0 <   < 2), отличным от гауссовского, необходимо и достаточ-
но, чтобы  
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где коэффициенты 01 c , 02 c , 021  cc , 0 <   < 2, k > 0.  
Для доказательства (2) и (3) необходимо и достаточно, чтобы при некотором под-

боре постоянных nB  выполнялись условия [3, с. 189]:  
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Чем меньше величина  , тем длиннее хвост распределения и тем более оно отли-
чается от гауссовского. При 1 <   < 2 устойчивые законы имеют математическое ожи-
дание; при 0 <     1 устойчивые законы не имеют ни дисперсий, ни математических 
ожиданий. Условиями (2)–(4) определяется так называемая негауссовская статистика.  

В обычной статистике флуктуации стремятся к нулю, когда размер выборки или 
число слагаемых N возрастает. Это гарантирует асимптотически точную повторяемость 
средних значений и является источником традиционных успехов классических стати-
стических методов в радиолокации. Для статистики Леви ситуация может отличаться 
радикально. При увеличении размера выборки точность статистических оценок не 
улучшается! Стандартная форма центральной предельной теоремы предсказывает ис-
чезновение флуктуаций при больших N, а из обобщенной центральной предельной тео-
ремы (при   < 1) следует, что флуктуации существенны при сколь угодно больших N. 
Одновременно при   < 1 наблюдается случай глобальной неэргодичности процессов.  

Нецелые значения показателя а в диапазоне 2α1   соответствуют обобщенному 
броуновскому движению с долговременными корреляциями и статистическим самопо-
добием, т. е. фрактальному процессу. Математическим выражением самоподобия яв-
ляются степенные законы. Фрактальная размерность пространства вероятностей вре-
менного ряда равна показателю  :  

  = 1/H,  (5)  
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где H – показатель Херста. Необходимо различать «обычную» фрактальную размер-
ность D исследуемого сигнала или изображения и фрактальную размерность, определя-
емую показателем  . Если D характеризует «изломанность» объектов, то   характери-
зует толщину хвостов распределений [1, 4, 5].  

В ИРЭ им. В.А. Котельникова РАН были разработаны различные оригинальные 
методы измерения фрактальной размерности D [4, 5]. Локально-дисперсионный метод 
измерений фрактальной размерности D основан на измерении дисперсии интенсивно-
сти/яркости 2

i  фрагментов оптического или радиолокационного изображения на двух 

пространственных масштабах 2
i :  

12

2
1

2
2

lnln

lnln







D , i = 1 или 2. (6) 

Фрактальная размерность D или ее сигнатура D(t, f, r


) в различных участках 
изображения поверхности является мерой текстуры. Фрактальные методы могут функ-
ционировать на всех уровнях сигнала: амплитудном, частотном, фазовом и поляриза-
ционном.  

Дробный математический анализ имеет давнюю историю и чрезвычайно богатое 
содержание [4, 6–8]. В настоящее время наиболее часто используется выражение дроб-
ной производной 

atD  в форме, предложенной Риманом и Лиувиллем ( 
atRL D ). Оператор 

интегродифференцирования по Риману–Лиувиллю дробного порядка R  с началом в 
точке a определяется следующим образом [4, 6–8]:  
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Здесь nn 1 , Nn ; )(sign z  определяется равенствами 00sign  , 

zzz /sign  ,  0z ;  Г  – гамма-функция. Для дифференцируемых на отрезке [a, b] 

функций определения дробных производных по Риману–Лиувиллю и Летникову экви-
валентны. В настоящее время достаточно широко используется формулировка Капуто 
[4, 6–8]:  
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Производные Римана–Лиувилля и Капуто связаны соотношением:  
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В случае n  получаем  
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Производная Капуто имеет ту же самую физическую интерпретацию, что и про-
изводная Римана–Лиувилля. В частности, при 0)0( f  и 10   имеем точное ра-
венство  

)()( 00 tfDtfD tRLtC
  . (13) 
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Для расчета производной Римана–Лиувилля необходимо знание значений функ-
ции, а для производной Капуто – ее производных, что намного сложнее. Некоторое до-
стоинство производной Капуто: она равна нулю для постоянной функции, что более 
привычно для исследователя.  

 
Современная концепция на основе фракталов, скейлинга и дробных операторов  

Эволюция взглядов автора и развитие на данный момент в ИРЭ им. В.А. Котель-
никова РАН «фрактальной идеологии» исследований показана на рис. 1 и 2; там же 
приведены сведения о моменте их развертывания [4, 5, 9–16]. На рис. 1 аббревиатуры: 
ФНОРС – фрактальный непараметрический обнаружитель радиолокационных сигна-
лов, ФОС – фрактальный обнаружитель сигналов.  

 

 
Рис. 1. Эскиз развития прорывных технологий на основе фракталов, дробных операторов  
и эффектов скейлинга для нелинейной физики  

 

Обнаружение 
малоконтрастных целей 
(текстуры + фракталы). 

1987 + 1997 

Фрактальные и текстурные 
обнаружители 

малоконтрастных целей –  
главная тема автора с 1985 

Распознавание контуров 
целей текстуры + фракталы. 

1987 + 1997

Инварианты и хаос. 2010



Потапов А.А. Фрактальные и текстурные немарковские эредитарные процессы и их радиофизические 
приложения: опыт 40-летних исследований                  

 

Вестник Дагестанского государственного университета 
Серия 1. Естественные науки. 2019. Том 34. Вып. 4 

46 

 
 

Рис. 2. Авторская концепция фрактальных радиосистем, датчиков, устройств и радиоэлементов  
 

Текстурная и фрактальная обработка слабых многомерных сигналов  
в интенсивных негауссовских помехах и шумах 

Разработанная автором классификация фракталов была в декабре 2005 г. в США 
одобрена и принята Б. Мандельбротом; она приведена на рис. 3, где D0 – топологиче-
ская размерность пространства, в котором рассматривается фрактал с дробной размер-
ностью D.  

 

 
 

Рис. 3. Авторская классификация фрактальных множеств и сигнатур, одобренная и принятая 
Б. Мандельбротом  

 

Кусочно-дифферен-
цируемая функция 
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Весьма плодотворным оказалось введение автором в практику измерений по-

нятий фрактальных сигнатур и фрактальных кепстров. Фрактальные сигнатуры и 
фрактальные кепстры отражают свойство самоподобия реальных сигналов и элек-
тромагнитных полей. При этом большое значение приобретают топологические 
особенности выборки, а не усредненные реализации, имеющие зачастую другой ха-
рактер. Для того чтобы акцентировать внимание на учете этих особенностей, автор 
ввел термин размерностный склероз сигналов, полей и их фрактальных сигнатур. 
При описании немарковских процессов для раскрытия физического смысла дробных 
производных используется термин асимптотический склероз.  

 
Фрактально-скейлинговая или масштабно-инвариантная радиолокация  
Создание первого эталонного словаря фрактальных признаков классов целей и 

постоянное усовершенствование алгоритмического обеспечения явились основными 
этапами при разработке и макетировании нами первого фрактального непараметри-
ческого обнаружителя радиолокационных сигналов (ФНОРС) в виде спецпроцессо-
ра.  

Обнаружение малоконтрастных объектов на фоне интенсивных помех требует 
вычисления принципиально новой характеристики, которая отличается от функцио-
налов, связанных с помехами и энергией сигнала, и определяется лишь топологией и 
размерностью принятого сигнала. Введение в научный обиход радиолокации поня-
тий «детерминированный хаос», «текстура», «фрактал» и «фрактальная размерность 
D» позволило нам впервые в мире предложить для обнаружения малоконтрастных 
объектов и применить новые размерностные и топологические (а не энергетиче-
ские!) признаки или инварианты (рис. 4), которые объединены понятием «топология 
выборки» ~ «фрактальная сигнатура». Алгоритмы обнаружения протяженных  
объектов и целей на оптических и радиолокационных изображениях с использова-
нием текстурной обработки были созданы нами еще в 80-е годы XX века  
(рис. 4).  

Предложенная автором фрактально-скейлинговая или масштабно-инвари-
антная радиолокация базируется на трех постулатах: 1) интеллектуальная обработ-
ка сигнала/изображения, основанная на теории дробной меры и скейлинговых эф-
фектов, для расчета поля фрактальных размерностей D; 2) выборка принимаемого 
сигнала в шумах относится к классу устойчивых негауссовских распределений веро-
ятностей D сигнала; 3) максимум топологии при минимуме энергии входного слу-
чайного сигнала.  

Данные постулаты открывают в радиолокации принципиально новые возмож-

ности для обеспечения устойчивой работы при малых  или увеличения дальности 

действия радаров.  
 

2
0q
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Рис. 4. Новые топологические признаки и методы обнаружения малоконтрастных объектов на 
фоне помех (ТП – текстурные признаки, ЧФК – частотная функция когерентности) 

 

Основные результаты  
Впервые исследованы полные ансамбли текстурных и пространственных корреля-

ционно-спектральных признаков оптических и радиолокационных изображений реаль-
ных земных покровов с последующим выделением кластеров и определением наиболее 
информативных признаков для определенных классов текстур. Проведенные экспери-
менты продемонстрировали эффективность и общность предложенного подхода в клас-
сификации земных покровов при комплексировании изображений на оптических и 
миллиметровых волнах. Установлена связь размеров объекта и анализируемого фраг-
мента оптических и радиолокационных изображений широкого класса земных покро-
вов в случае оптимального обнаружения текстурными методами.  

Предсказано наличие странного аттрактора, контролирующего радиолокационное 
рассеяние от растительных покровов. Впоследствии эффект был обнаружен экспери-
ментально на длине волны 2,2 мм (2002). Показано, что интервал (время) предсказания 
интенсивности отраженного радиолокационного сигнала примерно на порядок превы-
шает классическое время корреляции. Это позволило ввести в теорию радиолокации 
новую характеристику, а именно интервал (время) предсказания, что расширяет методы 

Дробные преобразо-
вания (Фурье и т. п.) 
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радиолокации. Дано физическое обоснование применения фрактальных методов в со-
временных областях радиофизики, радиоэлектроники и информационно-управляющих 
систем. В 1997 г. разработаны методы фрактальной модуляции и фрактальные сигналы, 
включая введенные автором Н-сигналы. Впервые обнаружена и доказана эффектив-
ность и перспективность применения теории дробной меры и скейлинговых соотноше-
ний (для текстуры и фракталов) в случае обнаружения и распознавания (обобщенной 
фильтрации) одномерных и многомерных радиолокационных сигналов от малокон-
трастных целей на фоне интенсивных негауссовских помех разного рода.  

Таким образом, это принципиально новая радиотехника. Результаты (БПЛА, РСА, 
медицина и т. д.) показывают, что фрактальные методы обработки дают повышение ка-
чества и детализации объектов и целей в пассивном и активном режиме в несколько 
раз. Эти методы могут быть успешно применены для обработки информации с косми-
ческих, авиационных комплексов, малозаметных высотных псевдоспутников (HAPS) 
или обнаружения кластеров HAPS и БПЛА, синтезированных кластеров космических 
антенн и космического мусора.  

Исследованы фрактальные характеристики эльфов, джетов и спрайтов – наиболее 
интересных типов недавно открытых высотных разрядов в ионосфере. Синтезированы 
алгоритмы выделения движущегося удаленного объекта неизвестной формы (фрак-
тального или не фрактального) на малоконтрастном изображении, формируемом в оп-
тико-электронных системах. Впервые доказана принципиальная возможность синтеза 
новых фрактальных функций и фрактальных функционалов на основе теории нечетких 
множеств; показано, что физическое содержание теории дифракции, содержащей мно-
гомасштабные поверхности, становится более четким при фрактальном подходе и вы-
делении фрактальной размерности D или фрактальной сигнатуры как параметра. Учет 
фрактальности сближает теоретические и экспериментальные характеристики индика-
трис рассеяния земных покровов, что важно для радиолокации и дистанционного зон-
дирования.  

Получены аналоги уравнений Максвелла с дробными производными Капуто. Рас-
смотрена калибровочная инвариантность и выведено диффузионно-волновое уравнение 
для скалярного и векторного потенциалов. Найдено и проанализировано частное реше-
ние диффузионно-волнового уравнения. Проведен строгий электродинамический рас-
чет многочисленных типов фрактальных антенн, принципы конструирования которых 
лежат в основе фрактальных частотно-избирательных поверхностей и объемов (фрак-
тальные «сэндвичи»). На основе топологии фрактальных лабиринтов синтезировано 
семейство широкополосных миниатюрных фрактальных антенн.  

Впервые предложена и реализована модель «фрактального» конденсатора как 
фрактального импеданса. Созданы, обоснованы и применены фрактально-скейлинго-
вые методы для формирования основ фрактальной элементной базы, фрактальных дат-
чиков и фрактальных радиосистем. Перспективными элементами фрактальной радио-
электроники являются функциональные элементы, фрактальные импедансы которых 
реализуются на основе фрактальной геометрии проводников на поверхности (фрак-
тальные наноструктуры) и в пространстве (фрактальные антенны), фрактальной гео-
метрии поверхностного микрорельефа материалов и т. д. Развитые подходы могут быть 
распространены на класс электродинамических задач при исследовании фрактальных 
магнонных кристаллов, фрактальных резонаторов, фрактальных экранов и загражде-
ний, а также других фрактальных частотно-избирательных поверхностей и объемов.  
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Открыты, предложены и обоснованы новый вид и новый метод современной ра-
диолокации, а именно – фрактально-скейлинговая или масштабно-инвариантная радио-
локация. Доказана эффективность функционалов, которые определяются топологией, 
дробной размерностью и текстурой принятого многомерного сигнала, для синтеза 
принципиально новых не энергетических обнаружителей малоконтрастных объектов на 
фоне помех. Это влечет за собой коренные изменения в самой структуре теоретической 
радиолокации, а также в ее математическом аппарате. Проведенные исследования в об-
ласти теоретической радиолокации позволяют создавать новые фрактальные многоча-
стотные MIMO-системы. Разработаны постулаты фрактально-скейлинговой радиолока-
ции, открывающие новые возможности для обеспечения устойчивой работы при малых 
отношениях сигнал/(шум + помеха) или увеличения дальности действия радаров.  

Существенно развиты теоретические вопросы фрактальной неинерциальной реля-
тивистской радиолокации и квантовой космологии в искривленном пространстве-
времени отрицательной фрактальной размерности. Пример: на основе уравнения Шре-
дингера с оператором дробного исчисления по пространственным координатам вычис-
лен Фейнмановский интеграл по траекториям для обобщенного лагранжиана с операто-
ром дробного дифференцирования по времени.  

 
Заключение 

Выполненные исследования являются приоритетными в мире и служат базой для 
дальнейшего развития и обоснования практического применения фрактально-скейлин-
говых и текстурных методов в радиофизике, радиолокации и нанотехнологиях, а также 
в совершенствовании принципиально новых и более точных фрактально-текстурных 
(топологических) методов обнаружения и измерения параметров сигналов в простран-
ственно-временном радиолокационном канале распространения волн с рассеянием [4, 
5, 9–16].  

Фрактальная геометрия – гениальная заслуга Б. Мандельброта (1924–2010), но ее 
радиофизическое (радиотехническое) и практическое воплощение – это заслуга извест-
ной в мире Российской научной школы фрактальных методов под руководством проф. 
А.А. Потапова (особенно после встречи с Б. Мандельбротом в США в 2005 г.). Резуль-
таты научной деятельности А.А. Потапова в ИРЭ им. В.А. Котельникова РАН по фрак-
тально-скейлинговой и текстурной обработке информации, а также по фрактальным 
радиосистемам и радиоэлементам опубликованы в четырех отчетных докладах Прези-
диума РАН и в Докладе Правительству РФ.  

По монографиям автора составлены курсы лекций по фракталам в различных 
университетах России и стран ближнего зарубежья. На 2019 год результаты фундамен-
тальных исследований автора отражены в более чем 1 050 работах и 37 книгах и главах 
в них на русском и английском языках [16].  

 
Работа выполнена в рамках государственного задания и была частично поддер-

жана Международным научно-техническим центром (проект № 0847.2, 2000–2005, 
США), Российским фондом фундаментальных исследований (проекты РФФИ №05-07-
90349, 07-07-07005, 07-07-12054, 07-08-00637, 11-07-00203, 18-08-01356-а), а также 
проектом «Leading Talents» (проект № 00201502, 2016–2020) в Джинанском универси-
тете (Гуанджоу, Китай).  
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