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В работе исследована первая краевая задача для уравнения смешанного параболо-

гиперболического типа третьего порядка с кратными характеристиками и с оператором Аллера 
в области гиперболичности. Доказана теорема о существовании и единственности регулярного 
решения исследуемой задачи. Для доказательства теоремы единственности решения применя-
ется аналог метода Трикоми, а теорема существования доказана с помощью метода функции 
Грина. Функция Грина и соответствующее решение выписаны в явном виде. 
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Введение 
В прямоугольной области     yrxyx ,0:,  евклидовой плоско-

сти независимых переменных x  и y  рассмотрим уравнение  
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где  yxuu ,  – искомая функция, a , b , r ,  ,   – заданные положительные числа. 
Обозначим: 

  0,0:,1  yrxyx  ,     yrxyx 0,0:,2 , 

  0,0:,  yrxyxI ,  I 21 . 

В области 1  уравнение (1) совпадает с уравнением вида 

0 xxxy uu ,       (2) 

а в области 2  – с уравнением вида 

0 xxyxxy ubuau .       (3) 

По классификации, приведенной в монографии [1, c. 72], уравнение (2) относится 
к уравнениям третьего порядка параболического типа, которые в [2, с. 9] названы урав-
нениями третьего порядка с кратными характеристиками. Как показано в работах [3–4] 
линейное приближение распространения нелинейных звуковых волн в жидкости при 
кавитации описывается уравнением вида (2). В работах [5–7] изучены локальная, нело-
кальная и общие краевые задачи для общих уравнений с оператором вида (2) в главной 
части. 

Уравнение (3) совпадает с уравнением Аллера [8], и по классификации, приведен-
ной в монографии [1], оно является уравнением гиперболического типа. При 0b  
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уравнение (3) совпадает с обычным уравнением теплопроводности, в связи с чем урав-
нение (3) еще называют модифицированным уравнением диффузии. В монографии [9, 
с. 254] отмечено, что при определенных допущениях уравнение (3) описывает фильтра-
цию жидкости в пористых средах и его решение  yxuu ,  интерпретируется как 
влажность почвы с коэффициентом диффузивности a  и коэффициентом влагопровод-
ности b  в точке x   rx 0  в момент времени yt     y0 . В работах [10–12] 
исследованы первая и вторая краевые задачи для уравнения (3). Задача Гурса для обще-
го уравнения вида 

       yxfuxcuyxbuxauAuLu yxxxxxy ,,  ,   (4) 

когда заданы значения  0,xu ,  yu ,0 ,  yux ,0 , исследована в [13], а в [14] изучена кра-

евая задача для уравнения (4), когда в начальный момент времени 0y  задан глубин-
ный ход влажности, а также заданы поток влаги на глубине rx   и скорость расхода 
влаги rxx 0 , начиная с некоторой глубины .00 x  Краевые задачи с нелокальными 

условиями А.М. Нахушева для уравнения (4) исследованы в работах [15–16]. В работах 
[17–18] исследованы краевые задачи для уравнений смешанного типа с оператором Ал-
лера в главной части, а в работах [19–20] были найдены необходимые и достаточные 
условия разрешимости нелокальных краевых задач для смешанных типов уравнений с 
кратными характеристиками в области параболичности. 

В данной работе в области   формулируется и исследуется первая краевая задача 
[9], [21] для уравнения (1). Доказана теорема о существовании единственного регуляр-
ного решения исследуемой задачи. 

 
Постановка задачи 

Регулярным в области   решением уравнения (1) назовем функцию  yxuu ,  из 

класса       31, xCCyxu ,      1,,, Cyxuyxu yxxx ,      2,,, Cyxuyxu xxyxx , 

     ILxuxu yxx 20,,0,  , при подстановке которой уравнение (1) обращается в тожде-

ство. 
Задача 1. Найти регулярное в области   решение  yxuu ,  уравнения (1) из 

класса     0, 1  yCyxuxx , удовлетворяющее граничным условиям: 

   yyu 1,0  ,     yyru 2,  ,     y ,   (5) 

   yyruxx 3,  ,    0 y ,   (6) 

где  y1 ,     ,1
2 Cy ,    0,1

3  Cy  – заданные функции. 

 
Теорема существования и единственности 

Справедлива 
Теорема. Существует единственное регулярное решение задачи 1. 
Доказательство. Сначала докажем единственность решения задачи (1), (5), (6). 

Рассмотрим однородную задачу, соответствующую задаче 1, т. е. будем считать, что 
  3,1,0  iyi . Введем обозначения 

   xxu 0, ,     xxuy 0, ,   rx 0 .  (7) 

Путем предельного перехода при 0y  из уравнения (1) с учетом обозначений 

(7) получим фундаментальное соотношение между функциями  x  и  x  вида 
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    0'''  xx  ,  rx 0 ,   (8) 
а при предельном переходе при 0y  из (1) придем ко второму фундаментальному 
соотношению вида 

      0''''  xbxax  ,  rx 0 .   (9) 
Рассмотрим далее интеграл: 

   
r

dxxxJ
0

''  . 

Умножая соотношение (8) на  x''  и интегрируя полученное равенство по x  от 
0  до r , легко убедиться в том, что  

           0''
2

1
''''''' 2

00

  rdxxxdxxxJ
rr

 .   (10) 

Аналогично, умножая соотношение (9) на функцию  x  и интегрируя получен-
ное равенство по x  от 0  до r , находим 

           
rrr

dxxx
a

b
dxx

a
dxxxJ

00

2

0

''
1

''   

             .'0'0'
1

0

2

0

2 





  

rr

dxxrr
a

b
dxx

a
  

Так как из однородных условий, соответствующих условиям (5), следует, что 
    00  r , то из последнего равенства приходим к неравенству 

     .0'
1

0

2

0

2  
rr

dxx
a

b
dxx

a
J       (11) 

Из неравенств (10) и (11) следует, что интеграл 0J . Но при 0J  из (11) следу-
ет, что   0x . Тогда из соотношения (8) имеем: 

  0''' x , 
откуда 

  2
321 xcxccx  ,  constccc 321 ,, .    (12) 

Переходя к пределу при 0y  из однородных условий, соответствующих усло-
виям (5), (6), получим, что 

  00  ,    0r ,    0'' r .     (13) 

Из (12) при условиях (13) заключаем, что   0x . Таким образом, показано, что 

для соответствующей задаче 1 однородной задачи имеют место равенства   0x  и 

  0x . При этом в области 1  приходим к задаче нахождения решения уравнения (2), 
удовлетворяющего начальному условию 

  00, xu ,      rx 0      (14) 
и граничным условиям 

  0,0 yu ,    0, yru ,    0, yruxx ,     0 y ,   (15) 

а в области 2  – к задаче нахождения решения уравнения (3), удовлетворяющего 
начальному условию (14) и граничным условиям 

  0,0 yu ,    0, yru ,      y0 .    (16) 
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Покажем, что задача (2), (14), (15) имеет только тривиальное решение. Для этого 
введем в уравнение (2) новую искомую функцию по формуле: 

   yxeyxu y ,,  , const ,       1, yx .   (17) 
При замене (17) из уравнения (2) приходим к новому уравнению 

0  yxxxL        (18) 

с начально краевыми условиями 
  00, x ,        rx 0    (19) 

  0,0 y ,    0, yr ,    0, yrxx ,     0 y .  (20) 

Введем далее вспомогательную область     yrxyx ,:,1  

и проинтегрируем уравнение 02  Lxx  по области 1 .  

Будем иметь 
  022

11

 
 

  dydxdydxL yxxxxxxx , 

откуда 
  02222

111

222  
 

  dydxdxdydydxL xxxyxxxxx , (21) 

где  1  граница области 1 . 

Перейдем в равенстве (21) к пределу при 0 . Легко заметить, что при этом 
область 1  переходит в 1 . Тогда с учетом граничных условий (19), (20) из (21) 

получим 

    02,,02
11

2

0

2
0

2  


dydxdyxdyydydxL x

r

xxxxx 


 .  (22) 

Выбирая значение постоянной 0 , замечаем, что равенство (22) может иметь 

место в том и только в том случае, когда   0, yxx . Откуда 

   ygyx , ,      (23) 

где   yg  произвольная функция от y . Удовлетворяя (23) одному из граничных 

условий (20), убеждаемся, что   0yg , следовательно,   0, yx  в .1  Тогда из 

замены (17) заключаем, что и   0, yxu  в .1  
Как следует из результатов работы [10], однородная первая краевая задача (14), 

(16) для уравнения Аллера (3) имеет только тривиальное решение   0, yxu  в .2  
Таким образом доказано, что однородная задача, соответствующая задаче 1, имеет 
только тривиальное решение   0, yxu  в  , что говорит о единственности 
регулярного решения задачи (1), (5), (6). 

Перейдем к исследованию вопроса о существовании решения задачи (1), (5), (6). 
Путем дифференцирования из соотношения (9) находим 

      0'''''''  xbxax  ,  rx 0 .  (24) 

Исключая из (8) и (24) искомую функцию  x , относительно функции  x  при-
ходим к уравнению 

      0'
1

'''  x
b

a
x

b
x  ,   rx 0 .  (25) 
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Соответственно путем дифференцирования с последующим предельным перехо-
дом при 0y  из граничных условий (5), (6) находим 

   0'0 1  ,     0'2 r ,     0''' 3 r .   (26) 

Таким образом, для определения искомой функции  x  получили краевую задачу 
для обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка (25) с условиями 
(26). Задачу (25)–(26) будем решать методом функции Грина. С помощью замены  

           0'
2

0'0'1 321  rxx

r

x

r

x
xyx









     (27) 

задача (25)–(26) сводится к неоднородному уравнению вида 

               0'
2

2
0'

1
0'

1
'

1
''' 3

2

21 
b

rxarax

br

xa

br

rxa
xy

b

a
xy

b
xy








  (28) 

с однородными краевыми условиями 
  00 y ,   0ry ,   0'' ry     (29) 

относительно искомой функции  xy . 
Решение задачи (28)–(29) выписывается по формуле: 

              






 








r

d
b

rara

br

a

br

ra
xGxy

0
3

2

21 0'
2

2
0'

1
0'

1
,  ,   (29) 

где  ,xG  – функция Грина задачи (28), (29), которая имеет следующий вид  

   
       
   










.,

,0,1
,

rxrxf

xrgxfrxgf

rg
xG




  

Функции  xf ,  xg  и значение определителя   в зависимости от знака дискриминан-

та 
3

232

108

427

274 b

bapq
D











  характеристического уравнения 

0
133 

b

a
k

b
kqkpk  

определяются по одной из формул: 
     0231312  kkkkkk , 

        xkxkxk ekkekkekkxf 321
123123  , 

        xkxkxk ekkekkekkxg 321 2
1

2
2

2
3

2
1

2
2

2
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





 


3

2
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3

2 i

b
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
, 2,1,0i , 

2

33
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ba
 , 0sin   

в случае, когда 0D ; 

либо   02
12  kk , 3

1 2 bak  , 3
2 bak  , 

    xkxk exkexf 21 13 2  ,      xkxk ekxkekxg 21
2

2
22 232   

при 0D ; 

либо же 0
3

427
6

3

2





b

ba
D , 
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2
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
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
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


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
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2
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4

3

2

3
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2

3
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 , 

 1 ,  1 , 

3
3

2

3

108

427

2 b

ba

b

a
D

q 
 , 3

3

2

3

108

427

2 b

ba

b

a
D

q 
 , 

когда 0D . 
Из (27) и (29) находим: 

             



 



   0'1,

1
0'1,

1
2

0
1

0


rr

daxGbx
br

daraxGxrb
rb

x

 

        0'2,
2

1
3

0

2  



  

r

draraxGrxxb
b

.   (30) 

После того как функция  x  найдена,  x  находится по формуле 

               0
2

00
2

1

2 321
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r
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x

r

x

r 






  . 

Тогда в области 2  приходим к задаче нахождения решения первой краевой за-

дачи с условиями (5) и    xxu 0,  для уравнения (3). Ее решение выписано в работе 

[10], а в области 1  решение задачи (5), (6) и    xxu 0,  для уравнения (2) выписыва-
ется по формуле: 

         
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dyxGdryxG
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








 

где       ,;,,;,,;, yxWyxUyxG   – функция Грина,   ,;, yxU  и 

  ,;, yxW  фундаментальные решения уравнения (2) [2, c. 135]. 
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