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Рассмотрены вопросы приближенного решения линейных дифференциальных уравнений 
второго порядка, старший коэффициент которых может обращаться в ноль в граничной точке 
промежутка существования решения.  

Исследован вопрос возможности построения приближенного дважды непрерывно диф-
ференцируемого решения в виде рациональной сплайн-функции специального вида. Найдены 
достаточные условия на класс точных решений, при выполнении которых подобная рациональ-
ная сплайн-функция существует.  

Указан также способ построения разностной схемы численного решения рассматривае-
мых дифференциальных уравнений, на основе которого эффективно строится искомое решение 
класса ܥଶ в виде рациональной сплайн-функции.  

Гладкие приближенные решения дифференциальных уравнений особенно востребованы 
в случае массивных сеток узлов и в случае, когда трудно найти их точное решение при данных 
краевых условиях.  

В качестве приложения приведены примеры дифференциальных уравнений, для которых 
выполняются условия возможности построения решения в виде рациональной сплайн-функции 
класса ܥଶ. 
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Введение 
Полиномиальные сплайны, их свойства и важнейшие приложения широко иссле-

дованы различными авторами (см., например, [1–5] и цитированные в них источники).  
Рассматривались также различного вида рациональные сплайн-функции (см., 

например, [6–8]) и их приложения. 
Применение полиномиальных сплайн-функций при численном решении различ-

ных краевых и начальных задач для дифференциальных уравнений можно найти, 
например, в [1–4, 9]. 

Ниже рассматривается вопрос приближенного решения дифференциального 
уравнения вида  

ሺݔ െ ܽሻଶݕᇱᇱ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݌ሺݔሻݕᇱ ൅ ݕሻݔሺݍ ൌ 0																																										ሺ1ሻ 
с непрерывными на отрезке[a, b] функциями ݌ሺݔሻ, -ሻ при условии существования коݔሺݍ
нечного предела точного решения ݕሺܽ ൅ 0ሻ с помощью рациональных сплайн-функций 
класса ܥଶሾܽ, ܾሿ. 

Случай линейных дифференциальных уравнений второго порядка с отличным от 
нуля старшим коэффициентом рассмотрен в [9]. 
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Для определения рациональных сплайн-функций возьмем произвольную сетку 
узлов Δ: ܽ ൌ ଴ݔ ൏ ଵݔ ൏ ⋯ ൏ ேݔ ൌ ܾ	ሺܰ ൒ 2ሻ, в которых определена конечная функция 
݂ሺݔሻ, число ߣ ൐ 0 и набор чисел ݃ ൌ ሼ ଵ݃, ݃ଶ, … , ݃ேିଵሽ таких, что 
݃௜ ൌ ௜ାଵݔ ൅ ௜ାଵݔሺߣ െ ௜ାଵݔ ௜ሻ приݔ െ ௜ݔ ൑ ௜ݔ െ  ௜ିଵ иݔ
݃௜ ൌ ௜ିଵݔ െ ௜ݔሺߣ െ ௜ݔ ௜ିଵሻ приݔ െ ௜ିଵݔ ൏ ௜ାଵݔ െ ሺ݅		௜ݔ ൌ 1,2,… , ܰ െ 1ሻ. 

Тогда при ݅ ൌ 1,2,… ,ܰ െ 1 однозначно определяется рациональная функция  

ܴ௜ሺݔ, ݂ሻ ൌ ௜ߙ ൅ ݔ௜ሺߚ െ ௜ሻݔ ൅ ௜ߛ
1

ݔ െ ݃௜
 

по условиям ܴ௜൫ݔ௝, ݂൯ ൌ ݂൫ݔ௝൯		ሺ݆ ൌ ݅ െ 1, ݅, ݅ ൅ 1ሻ, при этом выполняются равенства 
௜ߙ ൌ ݂ሺݔ௜ሻ െ ݂ሺݔ௜ିଵ, ,௜ݔ ௜ିଵݔ௜ାଵሻሺݔ െ ݃௜ሻሺݔ௜ାଵ െ ݃௜ሻ,	 

௜ߚ ൌ ݂ሺݔ௜ିଵ, ௜ାଵሻݔ ൅ ݂ሺݔ௜ିଵ, ,௜ݔ ௜ݔ௜ାଵሻሺݔ െ ݃௜ሻ,	 (2) 
௜ߛ ൌ ݂ሺݔ௜ିଵ, ,௜ݔ ௜ିଵݔ௜ାଵሻሺݔ െ ݃௜ሻሺݔ௜ െ ݃௜ሻሺݔ௜ାଵ െ ݃௜ሻ. 

Если положим ܴ଴൫ݔ௝, ݂൯ ≡ ܴଵሺݔ, ݂ሻ, ܴேሺݔ, ݂ሻ ≡ ܴேିଵሺݔ, ݂ሻ, а при ݔ ∈ ሾݔ௜ିଵ, 		௜ሿݔ
ሺ݅ ൌ 1,2, … ,ܰሻ определим функцию ܴே,ଶሺݔ, ݂ሻ ൌ ܴே,ଶሺݔ, ݂, Δ, ݃ሻ ൌ	
ൌ ܴ௜ሺݔ, ݂ሻܣ௜,ଶሺݔሻ ൅ ܴ௜ିଵሺݔ, ݂ሻܤ௜,ଶሺݔሻ,  

где ܣ௜,ଶሺݔሻ ൌ
ሺ௫೔ି௫೔షభሻమ

ሺ௫೔ି௫೔షభሻమାሺ௫ି௫೔ሻమ
, ሻݔ௜,ଶሺܤ ൌ 1 െ ,ݔሻ, то ܴே,ଶሺݔ௜,ଶሺܣ ݂ሻ представляет собой 

([10]) сплайн-функцию класса С2 [a, b]. 
Как показано в [9], в случае линейных дифференциальных уравнений второго по-

рядка с непрерывными на [a, b] коэффициентами и отличным от нуля на [a, b] старшим 
коэффициентом существует последовательность рациональных сплайн-функций рас-
сматриваемого вида, которая равномерно на [a, b] сходится к точному решению соот-
ветствующей краевой задачи при ݄ ൌ maxሼݔ௜ െ |௜ିଵݔ ݅ ൌ 1,2, … ,ܰሽ → 0 с ростом ܰ. При 
этом существенно используется условие, что точное решение краевой задачи является 
функцией класса С2 [a, b]. 

Однако в случае, когда старший коэффициент уравнения обращается в нуль в 
точках отрезка [a, b], возникают особенности, некоторые из которых рассматриваются 
ниже. 

 
Основной результат 

Пусть дифференциальное уравнение (1) с непрерывными на данном отрезке [a, b] 
функциями ݌ሺݔሻ, ,ሺܽ	ଶܥ ሻ классаݔሺݕ ሻ имеет единственное решениеݔሺݍ ܾሿ	, удовлетво-
ряющее условиям ݕሺܽ ൅ 0ሻ ൌ ,ܣ ሺܾሻݕ ൌ  .ܤ и ܣ при заданных конечных ܤ

Узлам произвольно заданной сетки Δ: ܽ ൌ ଴ݔ ൏ ଵݔ ൏ ⋯ ൏ ேݔ ൌ ܾ	ሺܰ ൒ 2ሻ сопо-
ставим значение ݕ଴ ൌ ,ଵݕ и искомые приближенные значения решения ܣ ,ଶݕ … ,  .ேݕ
Возьмем дискретную функцию ܻሺݔሻ ൌ ݔ ௜ приݕ ൌ ሺ݅	௜ݔ ൌ 0,1, … , ܰሻ и построим рацио-
нальную сплайн-функцию ܴே,ଶሺݔ, ܻሻ ൌ ܴே,ଶሺݔ, ܻ, Δ, ݃ሻ класса С

2 [a, b]. 

Тогда (см. [10, 11]) значение ܴே,ଶ
ሺ௥ሻ൫ݔ௝൯ при ݎ ൌ 0,1,2 и ݅ ൌ 0,1, … , ܰ െ 1 можно вы-

разить через ݕ௝	ሺ݆ ൌ 0,1, …ܰሻ. Если для краткости записи сетку узлов считать равно-
мерной с ݔ௜ െ ௜ିଵݔ ൌ ݄	ሺ݅ ൌ 1, 2, … , ܰሻ, то получим 

ܴே,ଶሺݔ௜, ܻሻ ൌ ܴ௜ሺݔ௜, ܻሻ ൌ ,௜ݕ ݅ ൌ 0, 1, … ,ܰ; 

ܴே,ଶ
ᇱ ሺݔ௜, ܻሻ ൌ ܴ௜

ᇱሺݔ௜, ܻሻ ൌ
1

2ሺߣ ൅ 1ሻ݄
	ሾെሺߣ ൅ 2ሻݕ௜ିଵ ൅ ௜ݕ2 ൅ ,௜ାଵሿݕߣ ݅ ൌ 1, 2, … ,ܰ െ 1;	 

ܴே,ଶ
ᇱᇱ ሺݔ௜, ܻሻ ൌ ܴ௜

ᇱᇱሺݔ௜, ܻሻ ൌ
ߣሺߣ ൅ 2ሻ
ሺߣ ൅ 1ሻଶ݄ଶ

ሺݕ௜ିଵ െ ௜ݕ2 ൅ ,௜ାଵሻݕ ݅ ൌ 1, 2, … ,ܰ െ 1. 
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Эти равенства позволяют получить систему линейных алгебраических уравнений 
относительно ݕ௜ , исходя из соответствующего уравнения относительно ܴே,ଶሺݔ, ܻሻ, а 
именно из уравнения  

ሺݔ െ ܽሻଶܴே,ଶ
ᇱᇱ ሺݔ, ܻሻ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݌ሺݔሻܴே,ଶ

ᇱ ሺݔ, ܻሻ ൅ ,ݔሻܴே,ଶሺݔሺݍ ܻሻ ൌ 0. 
Возможность построения приближенного решения в форме рациональной сплайн-

функции рассматриваемого вида основана на следующем утверждении. 
Теорема. Пусть функции ݌ሺݔሻ и ݍሺݔሻ непрерывны на отрезке[a, b], и уравнение 

(1) имеет решение ݕ ൌ ,ଶሺܽܥ ሻ классаݔሺݕ ܾሿ, удовлетворяющее при заданных конечных 
݄ и при ܤ и ܣ ൌ maxሼݔ௜ െ |	௜ିଵݔ 	݅ ൌ 1, 2, … , ܰሽ → 0 условиям: 

ሺܽݕ (1 ൅ 0ሻ ൌ ,ܣ ሺܾሻݕ ൌ  ;ܤ
2) supሼ|ݍሺݔሻݕሺݔሻ|: ݔ ∈ ሺܽ, ܽ ൅ ݄ሿሽ → 0; 
3) ݄ supሼሺݔ െ ܽሻଶ|ݕᇱᇱሺݔሻ|:	ݔ ∈ ሾݔ௜ିଵ, ௜ାଵሿሽݔ → 0,			݅ ൌ 2, 3, … ,ܰ െ 1 ; 
4) supሼሺݔ െ ܽሻଶ|ݕᇱᇱሺݔሻ െ ,ݔ		:|ሻݐᇱᇱሺݕ ݐ ∈ ሾݔ௜ିଵ, ௜ାଵሿሽݔ → 0,			 
݅ ൌ 		2, 3, … , ܰ െ 1. Тогда при ݄ → 0 имеем  

sup
௫∈ሾ௔,	௕ሿ

หሺݔ െ ܽሻଶܴே,ଶ
ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݌ሺݔሻܴே,ଶ

ᇱ ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሻܴே,ଶሺݔሺݍ ሻหݕ → 0. 

Доказательство. Дальше для краткости будем считать сетку узлов равномерной. 
Если функцию ݕ ൌ -ሻ подставить в уравнение (1), то оно обратится в тождество отݔሺݕ
носительно ݔ ∈ ሺܽ, ܾሿ. Поэтому при ݔ ∈ ሺܽ, ܾሿ имеем 

ܵ ≔ ሺݔ െ ܽሻଶܴே,ଶ
ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݌ሺݔሻܴே,ଶ

ᇱ ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሻܴே,ଶሺݔሺݍ ሻݕ ൌ 
ൌ ሺݔ െ ܽሻଶൣܴே,ଶ

ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ െ ሻ൧ݔᇱᇱሺݕ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݌ሺݔሻൣܴே,ଶ
ᇱ ሺݔ, ሻݕ െ ሻ൧ݔᇱሺݕ ൅ 

൅ݍሺݔሻൣܴே,ଶሺݔ, ሻݕ െ  ሺ3ሻ																																																																																								ሻ൧.ݔሺݕ
Продолжим функцию	ݕሺݔሻ по непрерывности на отрезок ሾܽ, ܾሿ, полагая 

ሺܽሻݕ ൌ ሺܽݕ ൅ 0ሻ ൌ -Тогда в силу безусловной сходимости рациональных сплайн .ܣ
функций ܴே,ଶ на классе ܥሾܽ, ܾሿ [10] получим 

sup൛หܴே,ଶሺݔ, ሻݕ െ ݔ		:ሻหݔሺݕ ∈ ሾܽ, ܾሿൟ → 0																																																														ሺ4ሻ 
при ܰ → ∞ (что то же, при ݄ → 0ሻ. 

Для оценки двух первых слагаемых правой части суммы ܵ рассмотрим отдельно 
два случая: когда ݔ ∈ ሺܽ, ܽ ൅ ݄ሿ и когда ݔ ∈ ሾܽ ൅ ݄, ܾሿ. 

В первом случае преобразуем сумму ܵ следующим образом: 
ܵ ൌ ሺݔ െ ܽሻଶܴଵ

ᇱᇱሺݔ, ሻݕ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݌ሺݔሻܴଵ
ᇱ ሺݔ, ሻݕ ൅ ሻݔሺݕሻݔሺݍ 	൅ ,ݔሻൣܴே,ଶሺݔሺݍ ሻݕ െ      (5)	ሻ൧ݔሺݕ

и оценим каждое из четырех слагаемых в правой части отдельно. 
С использованием равенств (2) получим 

ሺݔ െ ܽሻଶ|ܴଵ
ᇱᇱሺݔ, |ሻݕ ൑ ሺܽݕ|24 ൅ 2݄ሻ െ ሺܽݕ2 ൅ ݄ሻ ൅ ሺܽݕ ൅ 0ሻ|.											ሺ6ሻ 

Далее, 

ሺݔ െ ܽሻܴଵ
ᇱ ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݔ െ ܽሻߚଵ െ ଵߛ

ݔ െ ܽ
ሺݔ െ ଵ݃ሻଶ

ൌ	 

ൌ
ݔ െ ܽ
݄

൤
1
2
൫ݕሺܽ ൅ 2݄ሻ െ ሺܽݕ ൅ 0ሻ൯ ൅ ൫ݕሺܽ ൅ 2݄ሻ െ ሺܽݕ ൅ ݄ሻ൯ െ ൫ݕሺܽ ൅ ݄ሻ െ ሺܽݕ ൅ 0ሻ൯൨

െ ,ሺܽݕ6 ܽ ൅ ݄, ܽ ൅ 2݄ሻ
ݔ െ ܽ	

ሺݔ െ ܽ െ 3݄ሻଶ
,	 

откуда при ݔ ∈ ሺܽ, ܽ ൅ 2݄ሿ получим  
|ሺݔ െ ܽሻܴଵ

ᇱ ሺݔ, |ሻݕ ൑ ሺܽݕ| ൅ 2݄ሻ െ ሺܽݕ ൅ 0ሻ| ൅ ሺܽݕ|2 ൅ 2݄ሻ െ ሺܽݕ ൅ ݄ሻ| ൅ 
൅2|ݕሺܽ ൅ ݄ሻ െ ሺܽݕ ൅ 0ሻ| ൅ ሺܽݕ|6 ൅ 2݄ሻ െ ሺܽݕ2 ൅ ݄ሻ ൅ ሺܽݕ ൅ 0ሻ|.																ሺ7ሻ 

Следовательно, в силу ограниченности функций ݌ሺݔሻ,  ሻ и непрерывностиݔሺݍ
функции ݕሺݔሻ из условия 2) теоремы и из (4)–(7) при ݄ → 0 имеем  
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supሼ|ܵ|:		ݔ ∈ ሺܽ, ܽ ൅ ݄ሿሽ → 0.		 (8) 
Пусть теперь ݔ ∈ ሾܽ ൅ ݄, ܾሿ. Тогда существует непрерывная производная ݕᇱᇱሺݔሻ на 

этом отрезке ሾܽ ൅ ݄, ܾሿ. Поэтому оценки двух первых слагаемых правой части равен-
ства (3) можно проводить по аналогии с подобными оценками из [9], а оценка третьего 
слагаемого вытекает из соотношения (4). 

Отметим лишь, что при оценке первых двух слагаемых правой части (3) суще-
ственно используются следующие утверждения, полученные в [9]: 

A) если ݔ ∈ ሾݔ௜ିଵ, ሺ݅	௜ାଵሿݔ ൌ 2,3, … ,ܰ െ 1ሻ, то найдутся точки ܿଵ, ܿଶ, ߬ ∈ ሾݔ௜ିଵ,  ௜ାଵሿݔ
такие, что выполняется равенство 
ሻݔᇱሺݕ െ ܴ௜

ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ ൫ݕᇱᇱሺܿଵሻ െ ݔᇱᇱሺܿଶሻ൯ሺݕ െ ߬ሻ ൅ ൫ݕᇱᇱሺܿଶሻ െ ܴ௜
ᇱᇱሺܿଶሻ൯ሺݔ െ ߬ሻ; 

Б) если ݔ ∈ ሾݔ௜ିଵ, ሺ݅	௜ାଵሿݔ ൌ 2,3, … , ܰ െ 1ሻ, то найдется точка ߦ ∈ ሾݔ௜ିଵ,  ,௜ାଵሿ такаяݔ
что 

ܴ௜
ᇱᇱሺݔ, ሻݕ ൌ ሻ൫1ߦᇱᇱሺݕ െ  ,ሻ൯ݔሺߠ

ሻݔሺߠ ൌ 1 െ ሺ݃௜ െ ௜ିଵሻሺ݃௜ݔ െ ௜ሻሺ݃௜ݔ െ ௜ାଵሻሺ݃௜ݔ െ  ,ሻଷݔ

|ሻݔሺߠ| ൑
5
ߣ
	. 

Эти оценки показывают, что при ݄ → 0 также имеем  
supሼ|ܵ|:		ݔ ∈ ሾܽ ൅ ݄, ܾሿሽ → 0.																																																											ሺ9ሻ 

Из (9) и (8) вытекает утверждение теоремы. 

В качестве приложения отметим, что функция Бесселя ݕ ൌ ିݔ
భ
మ sin -является ре ݔ

шением дифференциального уравнения  

ᇱᇱݕଶݔ ൅ ᇱݕݔ ൅ ൬ݔଶ െ
1
4
൰ ݕ ൌ 0, 

для которого выполнены все условия теоремы на полуинтервале ሺ0,1ሿ. 
Действительно, имеем 
ሺ൅0ሻݕ (1 ൌ 0, ሺ1ሻݕ ൌ sin 1 ; 

2) supሼ|ݍሺݔሻݕሺݔሻ|:		ݔ ∈ ሺ0, ݄ሿሽ ൌ sup ቄቚݔଶ െ ଵ

ସ
ቚ ୱ୧୬ ௫
√௫

: ݔ ∈ ሺ0, ݄ሿቅ ൌ 

ൌ ܱ൫݄ଵ/ଶ൯ሺ݄ → 0ሻ; 
3) при ݅ ൌ 2,3, … , ܰ െ 1 выполняется соотношение 
݄ supሼݔଶ|ݕᇱᇱሺݔሻ|: ݔ ∈ ሾݔ௜ିଵ, ௜ାଵሿሽݔ ൌ ܱሺ݄ሻ		ሺ݄ → 0ሻ; 
4) при ݅ ൌ 2,3, … , ܰ െ 1 выполняется также соотношение 
supሼݔଶ|ݕᇱᇱሺݔሻ െ ,ݔ		:|ሻݐᇱᇱሺݕ ݐ ∈ ሾݔ௜ିଵ, ௜ାଵሿሽݔ ൌ ܱሺ݄ଵ/ଶሻ		ሺ݄ → 0ሻ. 
В качестве примера несколько другого характера рассмотрим функцию  

ݕ ൌ ଵିݔ sin ᇱᇱݕ как решение уравнения ݔ ൅ ଶ

௫
ᇱݕ ൅ ݕ ൌ 0 с особенностью в точке ݔ ൌ 0. 

Это уравнение путем почленного умножения на ݔଶ приводится к дифференциальному 
уравнению ݔଶݕᇱᇱ ൅ ᇱݕݔ2 ൅ ݕଶݔ ൌ 0 вида (1), для которого также выполнены все усло-
вия теоремы на полуинтервале ሺ0,1ሿ в следующем виде: 

ሺ൅0ሻݕ (1 ൌ 1, ሺ1ሻݕ ൌ sin 1 ; 
2) supሼ|ݍሺݔሻݕሺݔሻ|: ݔ ∈ ሺ0, ݄ሿሽ ൌ ܱሺ݄ଶሻ		ሺ݄ → 0ሻ; 
3) при ݅ ൌ 2, 3, … ,ܰ െ 1 получим  
݄ supሼݔଶ|ݕᇱᇱሺݔሻ|:		ݔ ∈ ሾݔ௜ିଵ, ௜ାଵሿሽݔ ൌ ܱሺ݄ሻ		ሺ݄ → 0ሻ; 
4) при ݅ ൌ 2, 3, … ,ܰ െ 1 имеем 
supሼݔଶ|ݕᇱᇱሺݔሻ െ ,ݔ		:|ሻݐᇱᇱሺݕ ݐ ∈ ሾݔ௜ିଵ, ௜ାଵሿሽݔ ൌ ܱሺ݄ሻ		ሺ݄ → 0ሻ. 
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The problems of the approximate solution of second-order linear differential equations the lead-

ing coefficient of which can vanish at the boundary point of the solution interval of existence are con-
sidered.  

The question of the possibility of constructing a twice approximate continuously differentiable 
solution in the form of a rational spline function of a special form is investigated. Sufficient conditions 
under which a similar rational spline function exists are found for the class of exact solutions.  

A method for constructing a difference scheme for numerically solving the differential equa-
tions under consideration is also presented, on the basis of which the desired solution of the class ܥଶ is 
constructed in the form of a rational spline function.  

Smooth approximate solutions of differential equations are especially in demand in the case of 
massive grids of nodes and it is difficult to find their exact solution under given boundary conditions.  

As an application, examples of differential equations are given for which the conditions for the 
possibility of constructing a solution in the form of a rational spline function of the class ܥଶ are met. 

 
Keywords: differential equations, rational spline-function. 
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