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В статье рассматривается смешанная задача для процесса движения сжимаемой экспо-

ненциально стратифицированной жидкости, имеющая математическую модель уравнения чет-
вертого порядка с постоянными коэффициентами в частных производных. 

В частном случае с помощью метода факторизации рассматриваемое уравнение сводится 
к системе двух уравнений с частными производными второго порядка (один из которых содер-
жит производные только по одной переменной). В общем случае применяется метод разделе-
ния переменных. 

 
Ключевые слова: процесс движения сжимаемой экспоненциально стратифицированной 

жидкости, линейное уравнение в частных производных четвертого порядка с постоянными 
коэффициентами, метод факторизации, разделение переменных, метод Фурье. 

 
Введение 

Для частного случая, применяя метод факторизации, оператор данного уравнения 
сводится к двум уравнениям второго порядка с частными производными и постоянны-
ми коэффициентами, один из которых содержит производные только лишь в одном 
направлении. 

В общем случае применяется метод разделения переменных, и решение получает-
ся в виде ряда Фурье. Изучены асимптотические распределения собственных значений 
соответствующей спектральной задачи и асимптотики собственных функций, на основе 
которых доказана разрешимость основной задачи. 

 
Постановка задачи 

Рассмотрим смешанную задачу для линейного дифференциального уравнения с 
частными производными четвертого порядка вида: 
ଵ

௖మ
డర௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧ర
െ డర௨ሺ௫,௧ሻ

డ௫మడ௧మ
൅ ܾଶ డ

మ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧మ
െ ߱଴

ଶ డ
మ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௫మ
ൌ 0, ݐ ൐ 0, ݔ ∈ ሺ0,1ሻ, (1) 

с начальными условиями: 
డೖ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧ೖ
ቚ
௧ୀ଴

ൌ ߮௞ሺݔሻ, ݇ ൌ 0,3തതതത; ݔ	 ∈ ሾ0,1ሿ, (2) 

и граничными условиями:  

,ሺ0ݑ௞଴ߙ ሻݐ ൅ ௞ଵߙ
,ݔሺݑ߲ ሻݐ
ݔ߲

ቤ
௫ୀ଴

൅ ,ሺ1ݑ௞଴ߚ ሻݐ ൅ ௞ଵߚ
,ݔሺݑ߲ ሻݐ
ݔ߲

ቤ
௫ୀଵ

ൌ  	,ሻݐ௞ሺߛ

	݇ ൌ 1,2തതതത; ݐ	 ൒ 0, (3) 
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где с, ܾ и ߱଴ – заданные положительные постоянные числа, ߙ௞௝, ൌ	при k	௞௝,ߚ 1,2,	
݆ ൌ 0,1; заданные постоянные числа ߮௞ሺݔሻ, при ݇ ൌ ݔ ,0,3 ∈ ሾ0,1ሿ	и ߛ௞ሺݐሻ при k	ൌ 1,2; 
ݐ ൒ 0, заданные непрерывные функции, а граничные условия (3) линейно независимые, 
,ݔሺݑ  .ሻ – искомая функцияݐ

В уравнении (1) произведем следующую замену: 
ଵ

௖మ
డమ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧మ
െ డమ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௫మ
ൌ ,ݔሺݒ    ,ሻݐ

Тогда (1) примет следующий вид: 
డమ௩ሺ௫,௧ሻ

డ௧మ
൅ ܾଶ డ

మ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧మ
െ ߱଴

ଶ డ
మ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௫మ
ൌ 0  

Предполагая, что 
߱଴
ଶ ൌ ܾଶܿଶ, (4) 

и факторизуя дифференциальный оператор, входящий в уравнение (1), получаем сле-
дующую систему уравнений второго порядка вида: 

ቐ

డమ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧మ
െ ܿଶ డ

మ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௫మ
ൌ ,ݔሺݒ ,ሻܿଶݐ

డమ௩ሺ௫,௧ሻ

డ௧మ
൅ ܾଶܿଶݒሺݔ, ሻݐ ൌ 0, ݔ ∈ ሺ0,1ሻ, ݐ ൐ 0,

 (5) 

где второе уравнение содержит производные только по ݐ, а его общее решение имеет 
вид: 

,ݔሺݒ ሻݐ ൌ ሻݔଵሺܥ cosሺܾܿݐሻ ൅ ሻݔଶሺܥ sinሺܾܿݐሻ,  (6) 
где ܥଵሺݔሻ и ܥଶሺݔሻ – произвольные функции.  

Для определения этих функций воспользуемся первым уравнением системы (5) и 
начальными условиями (2), т. е. 

ܿଶݒሺݔ, 0ሻ ൌ డమ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧మ
ቚ
௧ୀ଴

െ ܿଶ డ
మ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௫మ
ቚ
௧ୀ଴

ൌ ߮ଶሺݔሻ െ ܿଶ߮଴
ᇳሺݔሻ, (7) 

и так как 

ܿଶ
,ݔሺݒ߲ ሻݐ
ݐ߲

ൌ
߲ଷݑሺݔ, ሻݐ
ଷݐ߲

െ ܿଶ
߲ଷݑሺݔ, ሻݐ
ݐଶ߲ݔ߲

, 

то 

ܿଶ డ௩ሺ௫,௧ሻ
డ௧

ቚ
௧ୀ଴

ൌ డయ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧య
ቚ
௧ୀ଴

െ ܿଶ డ
య௨ሺ௫,௧ሻ

డ௫మడ௧
ቚ
௧ୀ଴

ൌ ߮ଷሺݔሻ െ ܿଶ߮ଵ
ᇳሺݔሻ. (8) 

Далее из (6) получим: 

,ݔሺݒ 0ሻ ൌ ሻݔଵሺܥ ൌ
ଵ

௖మ
߮ଶሺݔሻ െ ߮଴

ᇳሺݔሻ,  (9) 

и  
డ௩ሺ௫,௧ሻ

డ௧
ൌ െܥଵሺݔሻ ሻݐሺܾܿ݊݅ݏ	ܾܿ ൅ ሻܾܿݔଶሺܥ cosሺܾܿݐሻ, 

డ௩ሺ௫,௧ሻ

డ௧
ቚ
௧ୀ଴

ൌ ሻܾܿݔଶሺܥ ൌ
ଵ

௖మ
߮ଷሺݔሻ െ ߮ଵ

ᇳሺݔሻ.  (10) 

Таким образом, учитывая (9) и (10), из (6), имеем: 

,ݔሺݒ ሻݐ ൌ ቂ ଵ
௖మ
߮ଶሺݔሻ െ ߮଴

ᇳሺݔሻቃ ሻݐሺܾܿݏ݋ܿ ൅ ఝయሺ௫ሻି௖మఝభ
ᇴሺ௫ሻ

௕௖య
݅ݏ ݊ሺܾܿݐሻ.  (11) 

После того как определен ݒሺݔ,  ሻ, из первого уравнения системы (5) получаемݐ
следующее неоднородное уравнение гиперболического типа: 

߲ଶݑሺݔ, ሻݐ

ଶݐ߲
െ ܿଶ

߲ଶݑሺݔ, ሻݐ

ଶݔ߲
ൌ ሾ߮ଶሺݔሻ െ ܿଶ߮଴

ᇳሺݔሻሿ ሻݐሺܾܿݏ݋ܿ ൅
߮ଷሺݔሻ െ ܿଶ߮ଵ

ᇳሺݔሻ

ܾܿ
ൈ 

ൈ ሻݐሺܾܿ݊݅ݏ ≡ ݂ሺݔ, ,ሻݐ ݔ ∈ ሺ0,1ሻ, ݐ ൐ 0.  (12) 
Присоединяя к уравнению (12) граничное условие из (3) и первую пару началь-

ных условий из (2), получаем для функции ݑሺݔ,  .ሻ смешанную задачуݐ
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Полученная задача хорошо исследована в литературе. К этой задаче можно при-
менить преобразование Лапласа. 

Теперь возвращаемся к общему случаю, когда условия (4) не имеют место. Для 
простоты изложения рассмотрим однородное граничное условие (3), т. е. пусть 

ሻݐ௞ሺߛ ൌ 0, ݇ ൌ 1,2, ݐ ൒ 0. (13) 
Тогда, применяя метод разделения переменных, решение уравнения (1) будем ис-

кать в виде 
,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ܺሺݔሻܶሺݐሻ.  (14) 

Подставляя (14) в (1), получим: 
1
ܿଶ
ܺሺݔሻܶሺூ௏ሻሺݐሻ െ ܺᇳሺݔሻܶᇳሺݐሻ ൅ ܾଶܺሺݔሻܶᇳሺݐሻ െ ߱଴

ଶܺᇳሺݔሻܶሺݐሻ ൌ 0, 

или 

ܺሺݔሻ ቈ
ܶሺூ௏ሻሺݐሻ

ܿଶ
൅ ܾଶܶᇳሺݐሻ቉ െ ܺᇳሺݔሻሾܶᇳሺݐሻ ൅ ߱଴

ଶܶሺݐሻሿ ൌ 0, 

или же 
்ሺ಺ೇሻሺ௧ሻା௕మ௖మ்ᇴሺ௧ሻ

௖మൣ்ᇴሺ௧ሻାఠబ
మ்ሺ௧ሻ൧

ൌ ௑ᇴሺ௫ሻ

௑ሺ௫ሻ
ൌ  ଶ, (15)ߣ

что приводит нас к следующим двум обыкновенным дифференциальным уравнениям: 
ܺᇳሺݔሻ ൌ ,ሻݔଶܺሺߣ ݔ ∈ ሺ0,1ሻ	 (16) 

и 
ܶሺூ௏ሻሺݐሻ ൅ ܾଶܿଶܶᇳሺݐሻ ൌ ܿଶߣଶሾܶᇳሺݐሻ ൅ ߱଴

ଶܶሺݐሻሿ, ݐ ൐ 0. (17) 
Учитывая (14), в граничном условии (3) с учетом (13) имеем: 
௞଴ܺሺ0ሻߙ ൅ ௞ଵܺᇱሺ0ሻߙ ൅ ௞଴ܺሺ1ሻߚ ൅ ௞ଵܺᇱሺ1ሻߚ ൌ 0, ݇ ൌ 1,2(18) 
Из спектральной задачи (16), (18) имеем: 

ܺሺݔሻ ൌ ଵ݁ିఒ௫ܥ ൅  ଶ݁ఒ௫,  (19)ܥ
где ܥଵ и ܥଶ определяется из алгебраической системы: 
ଵܥ௞଴ሺߙ ൅ ଶሻܥ ൅ ߣଵܥ௞ଵሺെߙ ൅ ሻߣଶܥ ൅ ଵ݁ିఒܥ௞଴൫ߚ ൅ ଶ݁ఒ൯ܥ ൅ 

൅ߚ௞ଵ൫െܥଵି݁ߣఒ ൅ ఒ൯݁ߣଶܥ ൌ 0, ݇ ൌ 1,2. (20) 
Система (20) имеет нетривиальное решение, если: 

∆ሺߣሻ ൌ ቤ
ଵ଴ߙ െ ߣଵଵߙ ൅ ሺߚଵ଴ െ ሻ݁ିఒߣଵଵߚ ଵ଴ߙ ൅ ߣଵଵߙ ൅ ሺߚଵ଴ ൅ ሻ݁ఒߣଵଵߚ

ଶ଴ߙ െ ߣଶଵߙ ൅ ሺߚଶ଴ െ ሻ݁ିఒߣଶଵߚ ଶ଴ߙ ൅ ߣଶଵߙ ൅ ሺߚଶ଴ ൅ ሻ݁ఒߣଶଵߚ
ቤ ൌ 0, 

т. е.  

൤െ ฬ
ଵ଴ߙ ଵ଴ߚ
ଶ଴ߙ ଶ଴ߚ

ฬ ൅ ฬ
ଵ଴ߙ ଵଵߚ
ଶ଴ߙ ଶଵߚ

ฬ ߣ െ ฬ
ଵଵߙ ଵ଴ߚ
ଶଵߙ ଶ଴ߚ

ฬ ߣ െ ฬ
ଵଵߙ ଵଵߚ
ଶଵߙ ଶଵߚ

ฬ ଶ൨ߣ ݁ఒ ൅ 

൅2 ቂቚ
ଵ଴ߙ ଵଵߙ
ଶ଴ߙ ଶଵߙ

ቚ ൅ ฬ
ଵ଴ߚ ଵଵߚ
ଶ଴ߚ ଶଵߚ

ฬ൨ ߣ ൅ ൤െ ฬ
ଵ଴ߙ ଵ଴ߚ
ଶ଴ߙ ଶ଴ߚ

ฬ ൅ ฬ
ଵ଴ߙ ଵଵߚ
ଶ଴ߙ ଶଵߚ

ฬ ߣ െ 

െ ฬ
ଵଵߙ ଵ଴ߚ
ଶଵߙ ଶ଴ߚ

ฬ ߣ ൅ ฬ
ଵଵߙ ଵଵߚ
ଶଵߙ ଶଵߚ

ฬ ଶ൨ߣ ݁ିఒ ൌ 0. (21) 

Если 

∆ଵൌ ฬ
ଵଵߙ ଵଵߚ
ଶଵߙ ଶଵߚ

ฬ ് 0. (22) 

Тогда главная часть ∆ሺߣሻ	выделяется следующим образом: 

∆ሺߣሻ ൌ ∆଴ሺߣሻ ቂ1 ൅ ܱ ቀଵ
ఒ
ቁቃ , |ߣ| → ∞, ∆଴ሺߣሻ ൌ െߣଶ∆ଵ൫݁ఒ െ ݁ିఒ൯, (23) 

т. е. собственные значения имеют следующую асимптотику: 

௞ߣ ൌ ௞ߣ
ሺ଴ሻ ൅ ܱሺ1ሻ, ݇ ∈ ܼ, ௞ߣ

ሺ଴ሻ ൌ  (24) .݅ߨ݇
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В этом случае ܥଵ и ܥଶ совпадают, и из (19) имеем следующие собственные функ-
ции: 

ܺ௞ሺݔሻ ൌ ,ݔߨ݇ݏ݋ܿܥ ݇ ∈ ܼ. (25) 
Так как при ݇ ൏ 0	собственные функции совпадают с собственными функциями при 
݇ ൐ 0, то имеем: 

Теорема 1. При условии (22) собственные значения и собственные функции зада-
чи (16), (18) имеют вид: 

௞ߣ ൌ ,݅ߨ݇ ܺ௞ሺݔሻ ൌ ݔߨ݇ݏ݋ܿ ൅ ,ሺ1ሻ݋ ݇ ൒ 0,		т. е. ݇ ∈ ܰ ∪ ሼ0ሽ. 
Если не имеет место условие (22), а выполняется условие 

∆ଶൌ ฬ
ଵ଴ߙ ଵଵߚ
ଶ଴ߙ ଶଵߚ

ฬ െ ฬ
ଵଵߙ ଵ଴ߚ
ଶଵߙ ଶ଴ߚ

ฬ ് 0, (26) 

то главная часть ∆ሺߣሻ	имеет вид: 

∆ሺߣሻ ൌ ଶ∆ߣ ቄ݁ఒ ൅
ଶ

∆మ
∆଴ ൅ ݁ିఒቅ,  (27) 

где ∆଴ൌ ቚ
ଵ଴ߙ ଵଵߙ
ଶ଴ߙ ଶଵߙ

ቚ ൅ ฬ
ଵ଴ߚ ଵଵߚ
ଶ଴ߚ ଶଵߚ

ฬ. (271) 

Собственные значения определяются следующим образом: 

௞ߣ
ሺ௟ሻ ൌ ݈݊

ି∆బାሺିଵሻ೗ට∆బ
మି∆మ

మ

∆మ
൅ ሺെ1ሻ௟2݇݅ߨ ൅ ݈ ,ሺ1ሻ݋ ൌ 1, 2, ݇ ∈ ܼ. (28) 

Очевидно, что 

௞ߣ
ሺଵሻ ൌ െߣ௞

ሺଶሻ ൅  ሺ1ሻ. (29)݋
Таким образом, учитывая собственные значения (28), из (19) с помощью системы 

(20) получаем следующие собственные функции: 

ܺ௞
ሺଵሻሺݔሻ ൌ ௞ܥ

ሺଵሻ ቎݁ିఒೖ
ሺభሻ௫ െ

ቀߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ
ሺଶሻቁ ൅ ቀߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ

ሺଶሻቁ݁ఒೖ
ሺమሻ

ቀߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ
ሺଵሻቁ ൅ ቀߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ

ሺଵሻቁ݁ఒೖ
ሺభሻ ݁

ఒೖ
ሺభሻ௫቏ 

и 

ܺ௞
ሺଶሻሺݔሻ ൌ ௞ܥ

ሺଶሻ ൥݁ିఒೖ
ሺమሻ௫ െ

ቀఈభబାఈభభఒೖ
ሺభሻቁାቀఉభబାఉభభఒೖ

ሺభሻቁ௘ഊೖ
ሺభሻ

ቀఈభబାఈభభఒೖ
ሺమሻቁାቀఉభబାఉభభఒೖ

ሺమሻቁ௘ഊೖ
ሺమሻ ݁

ఒೖ
ሺమሻ௫൩, 

или же 

ܺ௞
ሺଵሻሺݔሻ ൌ

௞ܥ
ሺଵሻ

ቀߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ
ሺଵሻቁ ൅ ቀߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ

ሺଵሻቁ݁ఒೖ
ሺభሻ ቄ݁

ఒೖ
ሺమሻ௫ ቂቀߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ

ሺଵሻቁ ൅ 

൅ቀߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ
ሺଵሻቁቃ െ ቂቀߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ

ሺଶሻቁ ൅ ቀߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ
ሺଶሻቁ݁ఒೖ

ሺమሻ
ቃ ݁ఒೖ

ሺభሻ௫ቅ,  (30) 

и 

ܺ௞
ሺଶሻሺݔሻ ൌ

௞ܥ
ሺଶሻ

ቀߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ
ሺଶሻቁ ൅ ቀߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ

ሺଶሻቁ݁ఒೖ
ሺమሻ ቄ݁

ఒೖ
ሺభሻ௫ ቂቀߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ

ሺଶሻቁ ൅ 

൅ቀߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ
ሺଶሻቁቃ െ ቂቀߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ

ሺଵሻቁ ൅ ቀߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ
ሺଵሻቁ݁ఒೖ

ሺభሻ
ቃ ݁ఒೖ

ሺమሻ௫ቅ. (31) 

Как видно из (30) и (31), эти собственные функции являются линейно зависимы-
ми, т. е. 

ܺ௞
ሺଶሻሺݔሻ ൌ ௞ܺ௞ܥ

ሺଵሻሺݔሻ, ݇ ∈ ܼ. (32) 
Таким образом, имеем: 
Теорема 2. Если ∆ଵൌ 0, ∆ଶ് 0, то собственные значения имеют вид: 



Велиева С.Р. Решение смешанной задачи для уравнения движения сжимаемой экспоненциально страти-
фицированной жидкости       

 

Вестник Дагестанского государственного университета.  
Серия 1. Естественные науки. 2019. Том 34. Вып. 2 

59 

௞ߣ ൌ ݈݊
െ∆଴ ൅ ට∆଴

ଶ െ ∆ଶ
ଶ

∆ଶ
൅ ݅ߨ2݇ ൅ ,ሺ1ሻ݋ ݇ ∈ ܼ, 

а собственные функции 

ܺ௞ሺݔሻ ൌ ቄ݁ିఒೖ ௫ ቂൣ൫ߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ ൯ ൅ ൫ߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ ൯ቃ െ 

െቂ൫ߙଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߙ ൯ ൅ ൫ߚଵ଴ ൅ ௞ߣଵଵߚ ൯݁
ିఒೖ ቃ ݁ఒೖ ௫ቅ , ݇ ∈ ܼ. 

Теорема 3. Если ∆ଵൌ 0, ∆ଶൌ 0, но 

∆଴ൌ ቚ
ଵ଴ߙ ଵଵߙ
ଶ଴ߙ ଶଵߙ

ቚ ൅ ฬ
ଵ଴ߚ ଵଵߚ
ଶ଴ߚ ଶଵߚ

ฬ ് 0, 

то рассмотренная задача не регулярна в смысле Биркгофа, Тамаркина, Расулова [8–10]. 
Теорема 4. Если ∆଴ൌ ∆ଵൌ ∆ଶൌ 0 и 

∆ଷൌ ฬ
ଵ଴ߙ ଵ଴ߚ
ଶ଴ߙ ଶ଴ߚ

ฬ ് 0, 

тогда опять такие собственные значения имеют вид: ߣ௞ ൌ ,݅ߨ݇ ݇ ∈ ܰ, а собственные 
функции ܺ௞ሺݔሻ ൌ ݊݅ݏ ,ݔߨ݇ 	݇ ∈ ܰ. 

Теперь возвращаемся к уравнению (17). Определим общее решение этого уравне-
ния. Применяя схему Эйлера, решение уравнения (17) будем искать в виде 

௞ܶሺݐሻ ൌ ݁ఘೖ௧. (33) 
Тогда имеем следующее характеристическое уравнение (биквадратное): 
௞ߩ
ସ ൅ ሺܾଶܿଶ െ ܿଶߣ௞

ଶሻߩ௞
ଶ െ ܿଶ߱଴

ଶߣ௞
ଶ ൌ 0,  (34) 

௞ߩ
ଶ ൌ

ܿଶሺߣ௞
ଶ െ ܾଶሻ
2

േ ඨܿ
ସሺߣ௞

ଶ െ ܾଶሻଶ

4
൅ ܿଶ߱଴

ଶߣ௞
ଶ, 

т. е. 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
௞ߩ
ሺଵሻ ൌ െܿඨ

ఒೖ
మି௕మ

ଶ
െ ට൫ఒೖ

మି௕మ൯
మ

ସ
൅ ఠబ

మ

௖మ
௞ߣ
ଶ,

௞ߩ
ሺଶሻ ൌ െܿඨ

ఒೖ
మି௕మ

ଶ
൅ ට൫ఒೖ

మି௕మ൯
మ

ସ
൅ ఠబ

మ

௖మ
௞ߣ
ଶ,

௞ߩ
ሺଷሻ ൌ ܿඨ

ఒೖ
మି௕మ

ଶ
െ ට൫ఒೖ

మି௕మ൯
మ

ସ
൅ ఠబ

మ

௖మ
௞ߣ
ଶ,

௞ߩ
ሺସሻ ൌ ܿඨ

ఒೖ
మି௕మ

ଶ
൅ ට൫ఒೖ

మି௕మ൯
మ

ସ
൅ ఠబ

మ

௖మ
௞ߣ
ଶ,

 (35) 

Тогда общее решение уравнения (17) имеет вид: 

௞ܶሺݐሻ ൌ ∑ ௟݁ܣ
ఘೖ
ሺ೗ሻ௧ସ

௟ୀଵ , (36) 

где ܣ௟ – произвольные постоянные числа, ߩ௞
ሺଵሻ ൌ െߩ௞

ሺଷሻ, ௞ߩ
ሺଶሻ ൌ െߩ௞

ሺସሻ. 
Рассмотрим случай, когда имеет место теорема 4, т. е. пусть ∆଴ൌ ∆ଵൌ ∆ଶൌ 0, ∆ଷ് 0. 

Тогда ߣ௞ ൌ ,݅ߨ݇ ܺ௞ሺݔሻ ൌ sin ,ݔߨ݇ 	݇ ∈ ܰ. 
Тогда ∆ሺߣሻ	имеет вид 

∆଴ሺߣሻ ൌ ∆ଷ൫݁ఒ െ ݁ିఒ൯, (37) 
а решение смешанной задачи будем искать в виде: 
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,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ∑ ∑ ௞௟݁ܣ
ఘೖ
ሺ೗ሻ௧ ݊݅ݏ ସݔߨ݇

௟ୀଵ
ஶ
௞ୀଵ , (38) 

где собственные значения и собственные функции даны в теореме 4. 
Теперь определим произвольные постоянные ܣ௞௟. Для этого, учитывая начальные 

условия (2), имеем: 
డೞ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧ೞ
ቚ
௧ୀ଴

ൌ ߮௦ሺݔሻ, ݏ ൌ 0,3തതതത; ݔ	 ∈ ሾ0,1ሿ, 

т. е. 

߮௦ሺݔሻ ൌ ∑ ∑ ௞ߩ௞௟ܣ
ሺ௟ሻೞ ݊݅ݏ ସݔߨ݇

௟ୀଵ
ஶ
௞ୀଵ , ݏ ൌ 0,3തതതത, (39) 

или же 

න ߮௦ሺݔሻ ݊݅ݏ ݔߨ݇ ݔ݀
ଵ

଴
ൌ ෍൭෍ܣ௞௟ߩ௞

ሺ௟ሻೞ
ସ

௟ୀଵ

൱

ஶ

௞ୀଵ

න ݊݅ݏ ݔߨ݇ sin݉ݔ݀ݔߨ
ଵ

଴
ൌ 

ൌ ଵ

ଶ
∑ ௞ߩ௠௟ܣ

ሺ௟ሻೞସ
௟ୀଵ , ݏ ൌ 0,3തതതത. (40) 

Таким образом, приходим к следующей системе линейных алгебраических урав-
нений: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ௠ଵܣ ൅ ௠ଶܣ ൅ ௠ଶܣ ൅ ௠ସܣ ൌ ׬2 ߮଴ሺݔሻ ݔߨ݉݊݅ݏ ݔ݀

ଵ
଴ ,

௠ߩ௠ଵܣ
ሺଵሻ ൅ ௠ߩ௠ଶܣ

ሺଶሻ ൅ ௠ߩ௠ଷܣ
ሺଷሻ ൅ ௠ߩ௠ସܣ

ሺସሻ ൌ ׬2 ߮ଵሺݔሻ ݔߨ݉݊݅ݏ ݔ݀
ଵ
଴ ,

௠ߩ௠ଵܣ
ሺଵሻమ ൅ ௠ߩ௠ଶܣ

ሺଶሻమ ൅ ௠ߩ௠ଷܣ
ሺଷሻమ ൅ ௠ߩ௠ସܣ

ሺସሻమ ൌ ׬2 ߮ଶሺݔሻ ݔߨ݉݊݅ݏ ݔ݀
ଵ
଴ ,

௠ߩ௠ଵܣ
ሺଵሻయ ൅ ௠ߩ௠ଶܣ

ሺଶሻయ ൅ ௠ߩ௠ଷܣ
ሺଷሻయ ൅ ௠ߩ௠ସܣ

ሺସሻయ ൌ ׬2 ߮ଷሺݔሻ ݔߨ݉݊݅ݏ ݔ݀
ଵ
଴ ,

 (41) 

∆ൌ ተ
ተ

		1			1			1			1
	െߩ௠

ሺଷሻ 	െ ௠ߩ
ሺସሻ		ߩ௠

ሺଷሻ		ߩ௠
ሺସሻ

௠ߩ			
ሺଷሻమ			ߩ௠

ሺସሻమ		ߩ௠
ሺଷሻమ		ߩ௠

ሺସሻమ

	െߩ௠
ሺଷሻయ 	െ ௠ߩ

ሺସሻయ	ߩ௠
ሺଷሻయ		ߩ௠

ሺସሻయ

ተ
ተ ൌ ተ

ተ

2			2			1				1
௠ߩ				0				0	

ሺଷሻ		ߩ௠
ሺସሻ

௠ߩ2		
ሺଷሻమ		2	ߩ௠

ሺସሻమ	ߩ௠
ሺଷሻమ		ߩ௠

ሺସሻమ

௠ߩ				0				0		
ሺଷሻయ		ߩ௠

ሺସሻయ

ተ
ተ ൌ 

ൌ െ อ
௠ߩ	
ሺଷሻ ௠ߩ

ሺସሻ

௠ߩ
ሺଷሻయ ௠ߩ

ሺସሻయ
อ ∙ ฬ

2 2
௠ߩ2	

ሺଷሻమ ௠ߩ	2	
ሺସሻమฬ ൌ െ4	ߩ௠

ሺଷሻߩ௠
ሺସሻ ቀߩ௠

ሺସሻమ െ ௠ߩ
ሺଷሻమቁ

ଶ
് 0. (42) 

 
Тогда ܣ௠௟, ݈ ൌ 1,4തതതത определяются из системы (41), и, подставляя их в (38), опреде-

ляем решения заданной смешанной задачи при условиях теоремы 4. 
Что касается условия гладкости начальных данных ߮௦ሺݔሻ, ݏ ൌ 0,3തതതത	, ݔ ∈ ሾ0,1ሿ для 

сходимости как ряда (38), так и его производных, обеспечивается с помощью интегри-
рования по частям правых частей системы (41) 

Замечание 1. Как видно из (35), для ߩ௞
ሺ௟ሻ при больших значениях ݇ имеем асимпто-

тические представления следующих видов: 

௞ߩ
ሺଷሻ ൌ െߩ௞

ሺଵሻ ൌ ߱଴ ݅ ൅
߱଴

2ܿଶ
ሺܾଶܿଶെ߱଴

ଶሻ
݅
௞ߣ
ଶ ൅ ܱሺߣ௞

ିସሻ, 

௞ߩ
ሺସሻ ൌ െߩ௞

ሺଶሻ ൌ ௞ߣܿ ൅
ఠబ
మି௕మ௖మ

ଶ௖
∙ ଵ
ఒೖ
൅

ସఠబ
మ൫௕మ௖మିఠబ

మ൯ି൫ఠబ
మି௕మ௖మ൯

଼௖య
∙ ଵ
ఒೖ
య ൅ ܱ൫ߣ௞

ିହ൯. 
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Замечание 2. Неизвестные коэффициенты ܣ௞௟ в формуле (38), которые определя-
ются из системы (41), в своих значениях содержат величину ∆, определяемую из фор-
мулы (42), в которую входят ߣ௞

ି௦, т. е. ݇௦. 
Теорема 5. Пусть где с, ܾ и ߱଴ – заданные положительные постоянные числа, 

,௞௝ߙ при kൌ	௞௝ߚ 1,2,݉ ൌ 0,1; вспомогательные постоянные числа, ߛ௞ሺݐሻ, ݇ ൌ 1,2, t൒ 0 – 

непрерывные функции, ∆଴ൌ ∆ଵൌ ∆ଶൌ 0, ∆ଷ് 0, ߮௞ሺ0ሻ ൌ ߮௞ሺ1ሻ ൌ ߮௞
ᇳሺ0ሻ ൌ ߮௞

ᇳሺ1ሻ ൌ	

ൌ 	0, ߮௞ሺݔሻ ∈ ܥ
ସ ሺ0,1ሻ, ݇ ൌ 0,1,2, ߮ଷሺ0ሻ ൌ ߮ଷሺ1ሻ ൌ 0, ߮ଷሺݔሻ ∈ ܥ

ሺଶሻሺ0,1ሻ.	Тогда суще-
ствует единственное решение смешанной задачи (1)–(3), представленное в виде (38). 

Действительно, учитывая асимптотическое представление, данные в замечании 1 
для сходимости четырехкратных производных по ݐ и двукратных производных по ݔ ко-
эффициенты ܣ௠௟, определенные из алгебраических систем (41), должны иметь асимп-
тотики ܣ௠ଵ ൌ Oሺmିସሻ, ௠ଶܣ ൌ Oሺmି଺ሻ, ௠ଷܣ ൌ Oሺmିସሻ, ௠ସܣ ൌ Oሺmି଺ሻ. 
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