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В данной статье системы непрерывных и линейно независимых функций разбиваются на 

«классы к» (1൑ к ൑ ݊ሻ.	Установлены некоторые свойства этих систем. Теорема С. Карлина о 
существовании полиномов по системе Чебышева (к = n), которые могут проползти между дву-
мя функциями, попеременно касаясь их, обобщается на случай приближения полиномами по 
системе функций «класса к» (1൑ ݇ ൑ ݊ െ 1ሻ.  
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На системе точек a൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௥ାଵݔ ൑ ܾ		функции	ሼ߮௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ

௡  линейно зави-
симы в узком смысле, если матрица 

  ะ
߮ଵሺݔଵሻ߮ଶሺݔଵሻ … ߮௡ሺݔଵሻ

… … …
߮ଵሺݔ௥ାଵሻ߮ଶሺݔ௥ାଵሻ … ߮௡ሺݔ௥ାଵሻ

ะ  (1) 

имеет ранг r и существуют отличные от нуля числа ߤଵ,	ߤଶ … ,  такие, что	,	௥ାଵߤ
∑ ௝൯ݔ௝߮௜൫ߤ
௥ାଵ
௝ୀଵ ൌ 0, ݅ ൌ 1, 2, … , ݊, ሺ0 ൑ ݎ ൑ nሻ. 

Определение. Систему непрерывных и линейно независимых на ሾа, вሿ	функций 
ሼ߮௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ

௡ 	назовем	системой	типа	«к» (0൑ к ൑ ݊ሻ, если: 
1) для произвольной системы точек a൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௥ାଵݔ ൑ ܾ,	 

	на	которой	функции	ሼ߮௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ
௡ 	линейно зависимы в узком смысле, в соответствую-

щей матрице (1) r൒ ݇; 
2) в последовательности ߤଵ,	ߤଶ … , -знака, при	перемен	к	менее	не	имеется	௥ାଵߤ

чем хотя бы для одной системы точек в указанной последовательности будет точно к 
перемен знака.  

Лемма 1. Пусть на множестве точек	ݔଵ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏  ௥ାଵݔ
ции		ሼ߮௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ

௡ 		линейно зависимы в узком смысле. Тогда алгебраические дополнения 
элементов любого столбца произвольного минора r + 1 порядка матрицы (1) пропорци-
ональны числам ߤଵ,	ߤଶ … ,  .௥ାଵߤ

Доказательство. Пусть ൛ሺെ1ሻ௝∆௝
௥ൟ
௝ୀଵ

௥ାଵ
 – алгебраические дополнения, расположен-

ные по любым r столбцам матрицы (1). Так как ранг матрицы (1) равен r, то 
∑ ሺെ1ሻ௝∆௝

௥߮௜൫ݔ௝൯ ൌ 0, ݅ ൌ 1,2, … , ݊. Известно	ሾ2, упр. 746ሿ,௥ାଵ
௝ୀଵ  что если ранг однород-

ной системы линейных уравнений на единицу меньше числа уравнений, то любые два 
решения этой системы пропорциональны. Итак, пусть ሺെ1ሻ௝∆௝

௥= ݈ߤ௝. Если хотя бы один 
из миноров ∆௝

௥ൌ 0, то все миноры по этим столбцам равны нулю. Отличными от нуля 



Алиев М.С. Обобщение теоремы С. Карлина об «ужах»       

 

Вестник Дагестанского государственного университета.  
Серия 1. Естественные науки. 2019. Том 34. Вып. 2 

51 

могут быть миноры по нескольким наборам по r столбцам. Для определенности пред-
положим, что номерами этих столбцов будут ݐଵ ൏ ଶݐ ൏ ⋯ ൏  .௥ݐ

Лемма 2. Если на множестве точек	ݔଵ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ሻሽ௜ୀଵݔ௥ାଵ функцииሼ߮௜ሺݔ
௡  

линейно зависимы в узком смысле и	߮ଵ(хଵሻ ് 0, то	первый столбец матрицы (1) со-
держится по крайней мере среди одной группы из r столбцов, по которым расположены 
отличные от нуля миноры. 

Доказательство. Допустим противное. Все миноры порядка r, содержащие пер-
вый столбец, равны нулю. По определению типа существует набор из r столбцов 
2൑ ݈ଵ ൏ ݈ଶ ൏ ⋯ ൏ ݈௥ ൑ ݊, по которым все миноры порядка r  (2) 

Dቀ
߮௟భ … ߮௟ೝ

,ଵݔ … , ,௝ିଵݔ ,௝ାଵݔ … , ௥ାଵቁݔ ് 0, ݆ ൌ 1,2, … , ݎ ൅ 1. 

По допущению и лемме 1  

(3} D൬
߮ଵ߮௟భ…߮௟೛షభ߮௟೛శభ … ߮௟ೝ
,ଵݔ … ௝ାଵݔ௝ିଵݔ … ௥ାଵݔ

൰ ൌ	0, p = 1, 2, … , r, j = 1, …, r + 1.  

Из равенства при р = 1 имеем ߙଵ߮ଵ൫ݔ௝൯ ൅ ∑ ௦߮௟ೞߙ
௥
௦ୀଶ ൫ݔ௝൯ ൌ 0.	 

ଵߙ ് 0, ибо	иначе	определители	ሺ2ሻ		равнялись	бы	нулю. Находим 
߮ଵ൫ݔ௝൯ ൌ െ∑

ఈೕ
ఈభ
߮௟ೞ

௥
௦ୀଶ ൫ݔ௝൯ и подставляем в (3). Из равенства 

 – -
ఈр
ఈభ

 D൬
߮р߮௟భ…߮௟೛షభ߮௟೛శభ … ߮௟ೝ
,ଵݔ … ௝ାଵݔ௝ିଵݔ … ௥ାଵݔ

൰ ൌ0 

в силу (2) получим ߙр ൌ 0,		р ൌ 2, 3, … , ;ݎ 	что	противоречит	߮ଵሺхଵሻ ് 0. 
Пусть ߮ଵሺܾሻ ് 0, введем обозначения 

ሻݔଶሺݑ ൌ ฬ
߮ଵሺܾሻ ߮ଶሺܾሻ
߮ଵሺݔሻ ߮ଶሺݔሻ

ฬ , … . , ሻݔ௡ሺݑ ൌ ฬ
߮ଵሺܾሻ ߮௡ሺܾሻ
߮ଵሺ௫ሻ ߮௡ሺݔሻ

ฬ 

Лемма 3. Dቀ
,௧భݑ	 ,௧మݑ … ௧ೝݑ	
,	ଵݔ ,ଶݔ … ௥ݔ

ቁ ൌ 	 ሾ߮ଵሺܾሻሿ௥ିଵܦ ൬
߮ଵ, ߮௧భ,߮௧మ … ߮௧ೝ
,ଵݔ ,ଶݔ … , ,௥ݔ ܾ ൰, 

1൑ ݎ ൑ ݊	, 2 ൑ ଵݐ ൏ ଶݐ ൏ ⋯ ൏ ௥ݐ ൑ ݊. 
Для доказательства выпишем общую строку определителя слева 

ห߮ଵ൫ݔ௝൯߮௧భሺܾሻ െ ߮ଵሺܾሻ߮௧భሺܾሻ…	߮ଵ൫ݔ௝൯߮௧ೝሺܾሻ െ ߮ଵሺܾሻ߮௧ೝሺܾሻ	ห௝ୀଵ
௥

 

Все слагаемые разложения определителя, содержащие ߮௧ೖሺܾሻ߮௧೔ሺܾሻ,		равны нулю, 
как определители с двумя первыми столбцами. Далее имеем 

෍ ൫െ߮ଵሺܾሻ൯
௥ିଵ௥

௞ୀଵ
߮௞ሺܾሻܦ ቀ

߮௧భ, … , ߮௧ೖషభ߮ଵ, ߮௧ೖశభ, … ߮௧ೝ
,ଵݔ ,ଶݔ … , , ௥ݔ

ቁ ൅ ൫െ߮ଵሺܾሻ൯
௥
 

 Dቀ
߮௧భ,߮௧మ … ߮௧ೝ
,ଶݔଵݔ … . , ௥ݔ

ቁ	= ൫߮ଵሺܾሻ൯
௥ିଵ

 D൬
߮ଵ, ߮௧భ,߮௧మ … ߮௧ೝ
,ଵݔ ,ଶݔ … , ,௥ݔ ܾ ൰. 

В дальнейшем будем предполагать ∑ 	൫߮௜ሺܾሻ൯
ଶ௡

௜ୀଵ ് 0, что	выполняется для си-
стем типа к ൒ 1. Допустим, ߮ଵሺܾሻ ് 0 и 0൏ ߚ ൏ ܾ െ ܽ. 

Лемма 4. Если система ሼ߮௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ
௡  типа k (1൑ ݇ ൑ ݊ሻ	на	ሾܽ, ܾሿ	и ߮ଵሺܾሻ ് 0, то	тип 

системы функций ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀଶ
௡  на	ሾܽ, ܾ െ к	равен	ሿߚ െ 1	или	к. 

Доказательство. По лемме 3  

Dቀ
,ଶݑ	 ,ଷݑ … ௡ݑ	
,	ଵݔ ,ଶݔ … ௡ିଵݔ

ቁ ൌ 	 ሾ߮ଵሺܾሻሿ௡ିଶܦ ቀ
߮ଵ, ߮ଶ,߮ଷ … ߮௡
,ଵݔ ,ଶݔ … , ,௡ିଵݔ ܾ ቁ. 

При ߮ଵሺܾሻ ് 0 по лемме 2 существуют r + 1 столбца 1,	ݐଵ, ,ଶݐ … ,  ௥, по которымݐ

миноры ∆௝
௥ାଵሺ߮ሻ ൌ ሺെ1ሻ௝ାଵܦ ቀ

߮ଵ, ߮௧భ, … ߮
,ଵݔ . . , ,௝ିଵݔ ,௝ାଵݔ … , ௥ାଶቁݔ ് 0 

J = 1, 2, …, r + 2, ݔ௥ାଶ ൌ ܾ. Из равенства 

∆௝
௥ሺݑሻ=ሺെ1ሻ௝ାଵܦ ቀ

,௧భݑ	 ,௧మݑ … ௧ೝݑ	
,	ଵݔ … , ,௝ିଵݔ ,௝ାଵݔ … , ௥ାଵቁݔ ൌ

ሾ߮ଵሺܾሻሿ௥ିଵ∆௝
௥ାଵሺ߮ሻ. 
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Получаем, что, если на множестве точек a	൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௥ାଵݔ ൏ ௥ାଶݔ ൌ ܾ 
функции ሼ߮௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ

௡  линейно зависимы в узком смысле, то функции 

	൫ݑ௜ሺݔሻ൯௜ୀଶ
௡
	также	линейно зависимы в узком смысле на множестве a	൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏

௥ାଵݔ ൑ ܾ െ  Таким образом число точек может уменьшиться на единицу. Что касается .ߚ
перемен знака, то при ∆௥ାଵ

௥ାଵሺ߮ሻ∆௥ାଶ
௥ାଵሺ߮ሻ ൐ 0	в	последовательностях 

ቀ∆௝
௥ାଵሺ߮ሻቁ

௝ୀଵ	

௥ାଶ
	и	 ቀ∆௝

௥ሺݑሻቁ
௝ୀଵ

௥ାଵ
 будет одинаковое количество перемен знака, а при 

∆௥ାଵ
௥ାଵሺ߮ሻ∆௥ାଶ

௥ାଵሺ߮ሻ ൏ 0 вo второй последовательности на единицу меньше. 
Пример. Тип функций ߮ଵሺݔሻ ൌ ,ଶݔ ߮ଶሺݔሻ ൌ ݔ െ 1	на	ሾെ1,1ሿ равен единице, функ-

ция ݑଵሺхሻ ൌ 1 െ х	типа	единица на ሾെ1,1 െ   .ሿߚ
Придерживаясь терминологии монографии ሾ1ሿ, рассмотрим	пространство 

В(	фା,фିሻ	непрерывных функций с несимметричной нормой  

‖Р‖ф ൌ max௔ஸ௫ஸ௕ ቄ
௉శሺ௫ሻ

фశሺ௫ሻ
൅ ௉షሺ௫ሻ

фషሺ௫ሻ
ቅ, где фାሺхሻ, фିሺхሻ строго положительные и непре-

рывные на	ሾܽ, ܾሿ	функции, а	Рേሺхሻ ൌ
ଵ

ଶ
ሺ|Рሺхሻ| േ Рሺхሻ. При приближении функций по 

норме пространства В(	фା,фିሻ	остается справедливой теорема ሾ4ሿ: 
Теорема 1. Для того чтобы полином P(x) =	∑ ܿ௜߮௜

௡
௜ୀଵ (x), наименее уклоняющийся в 

метрике пространства В(	фା,фିሻ	от непрерывной на ሾܽ, ܾሿ функции f(x), обладал не ме-
нее к + 1 точечным альтернансом, причем хотя бы для одной функции f(x), по крайней 
мере, один из наименее уклоняющихся от нее полиномов обладал точно к + 1 точечным 
альтернансом, необходимо и достаточно, чтобы система ሼ߮௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ

௡ 	была	типа к 
(1൑ к ൑ ݊ሻ	на	ሾܽ, ܾሿ. 

Достаточность доказывается дословно, путем повторения доказательства обобще-
ния теоремы Ремеза ሾ1, с. 478ሿ на случай приближения в кососимметричной метрике.  

Необходимость. Пусть каждый наименее уклоняющийся от функции полином об-
ладает не менее к + 1 точечным альтернансом, тем не менее, тип системы равен m	് ݇. 
По определению типа существуют минимальное количество r + 1 точек a	൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏
⋯ ൏ ௥ାଵݔ ൑ ܾ, по	которым все определители r + 1 порядка матрицы 

൛߮௜൫ݔ௝൯ൟ௜ୀଵ…௡
௝ୀଵ…௥ାଵ

равны нулю. Хотя бы в одном таком определителе миноры  

			∆௝
௥ൌ ሺെ1ሻ௝ାଵܦ ቀ

߮௧భ … ߮௧ೝ
ଵݔ ௝ିଵݔ… ௝ାଵݔ … ് ௥ାଵቁݔ 0 и	в	последовательности	൛∆௝

௥ൟ
௝ୀଵ

௥ାଵ
 будет 

точно m перемен знака. Положим 

		݂൫ݔ௝൯ ൌ 	 ൦

фା൫ݔ௝൯, при	∆௝
௥൐ 0,

фି൫ݔ௝൯, при	∆௝
௥	൏ 0,

݂ሺܽሻ ൌ ݂ሺܾሻ ൌ 0,				линейна	на	остальных	промежутках.

 

Для любого полинома P(c, x) = ∑ ܿ௜߮௜
௡
௜ୀଵ ሺݔሻ определитель 

0 =	ቮ
߮௧భሺݔଵሻ… ߮௧ೝሺݔଵሻ ܲሺܿ, ଵሻݔ

… … …
߮௧భሺݔ௥ାଵሻ… ߮௧ೝሺݔ௥ାଵሻ ܲሺܿ, ௥ାଵሻݔ

ቮ = ∑ ∆௝
௥௥ାଵ

௝ୀଵ P(c,		ݔ௝ሻ,  (3) 

с одной стороны, равен нулю, так как на этих точках наша система функций линейно 
зависима в узком смысле, с другой стороны равен указанной сумме. Отклонение поли-
нома Р(с, х)	≡ 0	от ݂ሺхሻ в метрике пространства В(ф൅, фିሻ равно единице. Допустим 
противное – наилучшее приближение 

     L= maxቄ
ሾ௙ሺ௫ሻି௉ሺ௖,௫ሿశ

фశሺ௫ሻ
൅

ሾ௙ሺ௫ሻି௉ሺ௖,௫ሿష
фషሺ௫ሻ

ቅ 	൏ 1, 

тогда в каждой точке ݔ௝ sign P(c,	ݔ௝ሻ ൌ ௝൯ݔ൫݂݊݃݅ݏ ൌ ௝∆݊݃݅ݏ
௥് 0, что	 



Алиев М.С. Обобщение теоремы С. Карлина об «ужах»       

 

Вестник Дагестанского государственного университета.  
Серия 1. Естественные науки. 2019. Том 34. Вып. 2 

53 

противоречит (3). Следовательно, одним из полиномов наилучшего приближения будет 
Р (с, х)	≡ 0	с m + 1 точечным альтернансом. Получается противоречие: при 
m		݇		nሻ	исло	точек	альтернанса	меньше	݇ ൅ 1, а	при m	൐ ݇ – нет функции наиме-
нее уклоняющийся полином от которой обладал бы точно k + 1 точечным альтернан-
сом.  

Теорема 2. Пусть для непрерывных на ሾܽ, ܾሿ	функций	݂ሺݔሻ ൐ ݃ሺݔሻ существует 
полином h(x) по системе функций ሼݑ௜ሺݔሻሽ௜ୀଵ

௡  типа к (1 ൑		к ൑	n), такой, что 
 ݃ሺݔሻ ൏ ݄ሺݔሻ ൏ ݂ሺݔሻ	на	ሾܽ, ܾሿ. Тогда:	 

а)	существует полином Р଴ሺхሻ, удовлетворяющий условиям: 
1) g(x)൑	 ଴ܲሺݔሻ ൑ ݂ሺݔሻ, ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ 
2) найдутся точки a	൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௥ାଵݔ ൑ ܾ, в которых ଴ܲ(	ݔ௜ሻ совпа-
дает c f(ݔ௜ሻ	или	݃ሺݔ௜ሻ, последовательно чередуясь не менее к – 1 раз, при 
этом ଴ܲ(	ݔ௥ାଵሻ ൌ ݂ሺݔ௥ାଵሻ. 

б) существует полином Рଵሺхሻ, удовлетворяющий условиям 1) и 2), только 
ଵܲሺݔ௥ାଵሻ ൌ ݃ሺݔ௥ାଵሻ. 

Доказательство. Пусть h(x)≡ 0, положим ф+ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ ݄ሺݔሻ ൐ 0,	
	– ф–ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ െ ݄ሺݔሻ ൏ 0. Обозначим	через	П଴	и	Пଵ	множества П полиномов по си-
стеме функций ሼ߮ଵሺݔሻ, ߮ଶሺݔሻ, … , ߮௡ሺݔሻሽ, принимающих	в	точке x = b значения 0 и 1. 
Базисом подпространства П଴ будет ݑଶሺݔሻ, ,ሻݔଷሺݑ … ,  ሻ из леммы 3. Если добавить кݔ௡ሺݑ
ним функцию Фଵሺݔሻ ൌ

ఝభሺೣሻ
ఝభሺ௕ሻ

, получим базис подпространства П1. Так как ݑ௜ሺܾሻ ൌ 0,  

i = 2, …, n – интервал [а, в] 	заменим	на	интервал	ሾа, ሿ (а൏ߛ ߛ ൏ вሻ.	 
Рассмотрим задачу о нахождения полинома из П1, наименее уклоняющегося от 

нуля в метрике пространства В(	фା,фିሻ	на	ሾа,  . Всякий полином из Пଵ представим в	ሿߛ
виде Фଵሺݔሻ െ ∑ ௜ݑ௜ߙ

௡
௜ୀଶ ሺݔሻ	= Фଵሺݔሻ െ ܳሺݔሻ , Q(x)	∈ П଴. 

Обозначим через Рγሺݔሻ ൌ ∑ ௜ݑሻߛ௜ሺߙ
௡
௜ୀଶ ሺݔሻ	один из полиномов, на котором дости-

гается минимум в выражении 
ଵ

௅ം
= ݉݅݊ఈ೔‖Фଵሺݔሻ െ ∑ ௜ݑ௜ߙ

௡
௜ୀଶ ሺݔሻ‖ф

ఊ . Тогда  

–фିሺݔሻ ൑ ఊܮ	 ఊܲሺݔሻ ൑ фାሺхሻ и по теореме 1 найдутся точки 

ሻߛଵሺݔ ൏ ሻߛଶሺݔ ൏ ⋯ ൏ ఊܮ ሻ, в которыхߛ௥ംାଵሺݔ ఊܲ ቀݔ௝ሺߛሻቁ ൌ ф൅ ቀݔ௝ሺߛሻቁ 	или	фି ቀݔ௝ሺߛሻቁ в 

зависимости от знака ሺെ1ሻ௝∆௝
௥ംሺݑሻ. В этой последовательности меняется знак не менее 

к – 1 раз, то есть полином ܮఊ ఊܲ൫хሺߛሻ൯ касается попеременно	фାሺхሻ	и	фିሺхሻ не менее к 

раз. Из-за условия Фଵሺܾሻ ൌ 1, ఊܮ ఊܲ ቀݔ௥ംାଵሺߛሻቁ ൌ фା ቀݔ௥ംାଵሺߛሻቁ. 

Множество полиномов ܮఊРࢽሺхሻ, заключенных	между	двумя	непрерывными 
функциями фାሺݔሻ	и െ ф-ሺݔሻ компактно. В силу этого при ߛ → ܾ െ 0	имеем		
ఊРఊሺхሻܮ → ሻݔbРbሺܮ ൌ Р଴ሺхሻ, ݔ௝ሺߛሻ → ,௕ݔ ఊݎ →  Полином		௕.ݎ
Роሺхሻ		касается	функций	фାሺхሻ	и	 െ фିሺхሻ	не	менее	ݎ௕ ൅ 1	раз,	меняя эти функции не 

менее к – 1 раз и ܮ௕ ௕ܲ ቀݔ௥್ାଵሺߛሻቁ ൌ фା ቀݔ௥್ାଵሺߛሻቁ.	Многочлен Рଵሺхሻ строится таким же 

образом, заменив Фଵሺхሻ на Фଶሺхሻ ൌ െ
ఝభሺхሻ
ఝభሺ್ሻ

. 

Пример.	߮ଵሺݔሻ ൌ ,ଶݔ ߮ଶሺݔሻ ൌ ݔ െ 1	на	ሾെ1,1ሿ, ݑଶሺݔሻ ൌ 1 െ ,ݔ фାሺхሻ ≡ 5 

െфିሺхሻ ≡ െ1. ܮ ൌ 5, Р଴ሺݔሻ ൌ 5 ቈݔଶ െ 2ቆെ1 ൅ ට଺

ହ
ቇ ሺ1 െ  ሻ቉ касается в точкахݔ

ଵݔ ൌ 1 െ ට଺

ହ
ଶݔ ,  ൌ 1. 
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The article studies the systems of continuous and linearly independent functions which are di-

vided into "classes K" (1≤K≤n). Some properties of these systems are established. The theorem  
of S. Karlin on the existence of polynomials in the Chebyshev system (K = n), which can creep be-
tween two functions, alternately touching them, is generalized to the case of approximation by poly-
nomials in the system of functions of "class K" (1≤ k ≤n – 1).  
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