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В работе исследована задача Коши для системы n линейных дифференциальных урав-

нений с дробной производной Капуто. При достаточном условии существования дробной 
производной производная Капуто представлена через дробную производную Римана–
Лиувилля. С помощью преобразований Лапласа и метода Крамера получены выражения для 
образа Лапласа, разложение выражений для образа Лапласа по корням характеристического 
уравнения. Посредством известных соотношений для образа Лапласа выведены выражения 
для оригиналов функции. Результаты сформулированы в виде теоремы. Показано, что при  
n = 2 полученные решения переходят в известные ранее решения для системы двух диффе-
ренциальных уравнений с дробными производными.  
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Введение 
 

Проникновение идей фрактальной геометрии [3] в естествознание сформиро-
вало новую концепцию – концепцию фракталов. Особый интерес в концепции фрак-
тала представляет аналитический подход, основанный на использовании математи-
ческого аппарата дробных дифференциальных уравнений. Многие динамические 
процессы во фрактальных структурах, как указано в работах [2; 3; 5–7; 9; 10], опи-
сываются дробными дифференциальными уравнениями. 

Исследованиям задачи Коши для дифференциальных уравнений дробного по-
рядка посвящено много работ. В монографии [1] приведено решение задача Коши 
для дифференциального уравнения с дробной производной Римана–Лиувилля, дока-
заны существование и единственность решения. В работах [2; 3] исследована задача 
Коши для осцилляторного уравнения с дробной производной Капуто. В [4] проведе-
но качественное исследование динамической системы, описываемой двумя диффе-
ренциальными уравнениями с производными дробного порядка. В [5] исследована 
задача Коши для уравнений Эйри с дробной производной Капуто. Работа [6] посвя-
щена исследованию задачи Коши для уравнения нечётного порядка с дробной про-
изводной. В [7; 8] исследована задача Коши для системы трех дифференциальных 
уравнений с дробной производной Капуто. Работы [9; 10] посвящены исследованию 
нелинейных динамических систем, описываемых дробными дифференциальными 
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уравнениями. В [9] на основе дробных дифференциальных уравнений разработана и 
исследована динамика электронов в ветвящихся системах газоразрядных каналов со 
спадающей концентрацией газа.  

Нами исследуется задача Коши для системы n дифференциальных уравнений с 
дробными производными Капуто.  

 
Задача Коши для системы n дифференциальных уравнений с дробной  

производной Капуто 
 

Рассмотрим в области D  систему n дифференциальных уравнений с производ 

ными дробного порядка вида 
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Предположим, что .0det A  Для системы (1) рассмотрим следующую задачу. 
Задача. Найти решение )(tX  системы уравнений (1), удовлетворяющее 

начальным условиям .)0(
)0(
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Пусть ],0[2 TACD   – область определения оператора 
t0 . Тогда для лю-

бого вектора DtX )(  справедливо равенство [2] 
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Предполагая, что вектор DtX )(  – решение системы (3), применим к системе 

(3) преобразования Лапласа. Тогда относительно вектора 
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Запишем систему (4) в матричной форме: 
1)0()(

~  pXpXB , (5) 



Ибавов Т.И. Задача Коши для системы n дифференциальных уравнений с производными дробного по-
рядка Капуто       
 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2019. Том 34. Вып. 1 

58 

где 
 

. 

...

................

...

...

21

22221

11211





























ap nna na n

a napa

a naap

B







   

Определитель матрицы В отличен от нуля, то есть 0det B . Тогда решение 
системы (4) будет иметь вид  
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 – алгебраические дополнения первой строки матрицы A.

 Систему (6) можно представить в виде 

 
 

   

 

 

 
,...,,2,1,

1
1 

1
1

01

1

1,
1

1

2
)(1

,
1,

,,

1

1,
1

)1(1

1,

~

nk

M

p

n

m
m

n

mi
ji

ji

m
n

l
ln

n

kji
ji

ln
jiji

n

m
m

n

mi
ji

ji

m

n
k

n

ji
ji

ji

k

pp

pp
xx











































































 

где ,...,,2,1 ni    1, 2, …, n – корни характеристического уравнения системы (5). 

В случае, когда , 1Re p  имеют место  следующие соотношения [1]: 
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Воспользовавшись соотношениями (7) для системы (6),  получим выражение 
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Следовательно, имеет место следующая теорема.  
Теорема. Вектор DtX )(  будет решением системы (1), если 0det A и  

элементы nitxi
...,,2,1 ),(   этого вектора представимы в виде (8). 

Рассмотрим случаи,  когда n = 2. При n = 2 система (8) примет вид
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Решение (9) совпадает с решением, полученным в [4] для системы двух линей-
ных дифференциальных уравнений с дробными производными.  
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The paper investigates the Cauchy problem for system of n linear differential equations with 

the Caputo fractional derivative. At sufficient condition for the existence of fractional derivative, 
the Caputo derivative is represented by the fractional derivative of Rieman–Liouville. An expres-
sion for Laplace's image is obtained by means of Laplace transform and Kramer rules. Decompo-
sition of expressions for the image of Laplace is obtained by the roots of characteristic equation. 
Using the known relations for the image of Laplace, expressions for originals of functions is ob-
tained. The results are formulated as a theorem. It is shown that for n = 2 the obtained solutions 
pass into previously known solutions for a system of two differential equations with the Caputo 
fractional derivative. 
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