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Решается задача восстановления функции, заданной своими интегралами с весами по 

кривым второго порядка на плоскости, образующим двухпараметрическое семейство. Эта зада-
ча относится к задачам интегральной геометрии. В качестве кривых рассматриваются гипербо-
лы на плоскости, а в качестве весовой функции – многочлен. Решение данной задачи сведено к 
решению интегрального уравнения типа Вольтерра второго рода. Доказана единственность 
восстановления функции, получены также явные формулы обращения. 

 
Ключевые слова: двухпараметрическое семейство гипербол, единственность восстанов-

ления функции, формула обращения, преобразование Фурье, интегральное уравнение Вольтерра. 
 
 

1. Теорема единственности 
Рассмотрим двухпараметрическое семейство равнобочных гипербол  
Γሺݔ, ሻݕ 	ൌ 	 ሼሺߦ, :ሻߟ ሺߟ െ ܿሻଶ െ ሺߦ െ ሻଶݔ 	ൌ 	 ሺܿ െ ,ሻଶݕ 0 ൑ ߟ ൑ ݕ ൑ ݄ሽ, ܿ ൐ ݄ ൐ 0 

на евклидовой плоскости Թଶ, параметризованных абсциссами центров ݔ и полуосями 
ܿ െ 	ߟ Центры гипербол лежат на прямой .ݕ ൌ 	ܿ. В полосу  

Ω௛ 	ൌ 	 ሼሺߦ, ሻߟ :	െ ∞ ൏ ߦ ൏ ∞, 0 ൑ ߟ ൑ ݄ሽ 
попадает лишь часть нижней ветви ߟ	 ൌ 	ܿ െ ඥሺܿ െ ሻଶݕ െ ሺߦ െ  .ሻଶ каждой гиперболыݔ

Мы решаем задачу определения неизвестной функции ݂ሺݔ, -ሻ по заданным интеݕ
гралам вдоль частей нижних ветвей гипербол семейства Γሺݔ,  ሻ, попадающих в полосуݕ
Ω௛: 

න ሺܿ െ ,ߦሻ௡݂ሺߟ ߦሻ݀ߟ

	

୻ሺ௫,௬ሻ∩ஐ೓

	ൌ 	݃ሺݔ, ,ሻݕ ݊ ൒ 1.								ሺ1ሻ 

Аналогичные задачи с параболами, окружностями и кривыми эллиптического ти-
па вместо гипербол и единичными весовыми функциями решены в работах [1]–[3]. В 
статье [4] доказана единственность решения задачи интегральной геометрии на семей-
стве парабол с возмущением. В недавней работе В.П. Паламодова [5] описан метод по-
лучения формул обращения интегральных преобразований с весовыми функциями на 
поверхностях на многообразиях, основанный на порождающих функциях. В статье [6] 
доказана единственность задачи восстановления абсолютно интегрируемой в полосе 
функции по ее интегралам с весовой функцией ܽሺݔ, ,ݕ ,ߦ  ሻ по гиперболам семействаߟ
Γሺݔ,  ሻ. Функция ܽ предполагается ограниченной в полосе Ω௛ и аналитической по частиݕ
переменных. 
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Функцию ݂ሺݔ, -ሻ мы будем искать в классе непрерывных финитных функций, ноݕ
сители которых лежат в полосе Ω௛. Для таких функций имеем 

න ሺܿ െ ,ߦሻ௡݂ሺߟ ߦሻ݀ߟ

	

୻ሺ௫,௬ሻ∩ஐ೓

	ൌ 	 න ሺܿ െ ,ߦሻ௡݂ሺߟ ߦሻ݀ߟ

	

୻ሺ௫,௬ሻ

. 

Из уравнения гиперболы ሺߟ െ ܿሻଶ െ ሺߦ െ ሻଶݔ 	ൌ 	 ሺܿ െ 	ߦ ሻଶ находимݕ ൌ ݔ	 േ  где ,ߜ

	ߜ ൌ 	ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ 	ߦ݀ ሻଶ. Имеемݕ ൌ 	 ௖ିఎ
ఋ
ߦ на участке, где ,ߟ݀ ൏ 	ߦ݀ и ݔ ൌ 	െ ௖ିఎ

ఋ
 ߟ݀

на участке, где ߦ ൐  запишем формулу (1) в ,ߟ Переходя к интегралу по переменной .ݔ
виде 

න
݂ሺݔ െ ,ߜ ሻߟ ൅ ݂ሺݔ ൅ ,ߜ ሻߟ

ߜ

௬

଴

ሺܿ െ 	ߟሻ௡ାଵ݀ߟ ൌ 	݃ሺݔ,  .ሻݕ

Применим к обеим частям полученного уравнения преобразование Фурье по пе-
ременной ݔ: 

 

න ݃ሺݔ, ݔሻ݁ି௜ఒ௫݀ݕ

ஶ

ିஶ

	ൌ 	 න ݁ି௜ఒ௫ ቎න
݂ሺݔ െ ,ߜ ሻߟ ൅ ݂ሺݔ ൅ ,ߜ ሻߟ

ߜ
ሺܿ െ ߟሻ௡ାଵ݀ߟ

௬

଴

቏ ݔ݀

ஶ

ିஶ

	ൌ	 

	ൌ 	න න ݁ି௜ఒ௫
݂ሺݔ െ ,ߜ ሻߟ ൅ ݂ሺݔ ൅ ,ߜ ሻߟ

ߜ

ஶ

ିஶ

ሺܿ െ ݔሻ௡ାଵ݀ߟ

௬

଴

 .ߟ݀

Последнюю формулу можно записать в следующем виде: 

ො݃ሺߣ, ሻݕ 	ൌ 	2න መ݂ሺߣ, ሻߟ
ሺܿ െ ሻ௡ାଵߟ cosሺߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶሻݕ

ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ

௬

଴

 ሺ2ሻ				;ߟ݀

здесь крышкой обозначены одномерные преобразования Фурье по первому аргументу. 
Уравнение (2) – это уравнение Вольтерра первого рода относительно переменной ݕ с 
неизвестной функцией መ݂ሺߣ, -ሻ. В некоторых случаях такое уравнение может быть свеߟ
дено к интегральному уравнению Вольтерра второго рода, для которого известны тео-
рема единственности и методы решения (см. [7], [8]). Мы сейчас проверим свойства 
функции ядра, при выполнении которых такое сведение оказывается возможным. 

Заменим в формуле (2) ݕ на ݐ, затем проинтегрируем обе части полученного урав-

нения с ядром ሺݕ െ ሻିݐ
భ
మ по переменной ݐ в пределах от 0 до ݕ: 

න
ො݃ሺߣ, ሻݐ

2ඥݕ െ ݐ
ݐ݀

௬

଴

	ൌ 	නන መ݂ሺߣ, ሻߟ
ሺܿ െ ሻ௡ାଵߟ cos൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݐ

ඥݕ െ ඥሺܿݐ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݐ
ߟ݀

௧

଴

ݐ݀

௬

଴

	ൌ	 

	ൌ 	න መ݂ሺߣ, ሻනߟ
ሺܿ െ ሻ௡ାଵߟ cos൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݐ

ඥݕ െ ඥሺܿݐ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݐ
ݐ݀

௬

ఎ

.ߟ݀

௬

଴

		ሺ3ሻ 

При получении последней формулы мы поменяли порядок интегрирования. 
Обозначим внутренний интеграл буквой ܭ: 

,ݕሺܭ ,ߟ ሻߣ 	ൌ ׬	
ሺ௖ିఎሻ೙శభ ୡ୭ୱቀఒඥሺ௖ିఎሻమିሺ௖ି௧ሻమቁ

√௬ି௧ඥሺ௖ିఎሻమିሺ௖ି௧ሻమ
ݐ݀

௬
ఎ  – и покажем, что этот интеграл при-

нимает конечное отличное от нуля значение при ߟ	 ൌ  С этой целью сделаем замену .ݕ	
переменной ݐ →   по формуле ݏ
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	ݐ ൌ 	 ሺݕ െ ݏሻߟ ൅ ,ߟ 0 ൑ ݏ ൑ 1. 
В результате получим 

,ݕሺܭ ,ߟ ሻߣ 	ൌ 	න
ሺܿ െ ሻ௡ାଵߟ cos൫ߣඥሺݕ െ ඥ2ሺܿݏሻߟ െ ሻߟ െ ሺݕ െ ൯ݏሻߟ

ඥሺ1 െ ඥ2ሺܿݏ√ሻݏ െ ሻߟ െ ሺݕ െ ݏሻߟ
ݏ݀

ଵ

଴

. 

Положим здесь ߟ	 ൌ  :ݕ	

,ݕሺܭ ,ݕ ሻߣ 	ൌ 	
ሺܿ െ ሻ௡ାଵߟ

ඥ2ሺܿ െ ሻݕ
න

ݏ݀

ඥݏሺ1 െ ሻݏ

ଵ

଴

	ൌ 	
ሺܿߨ െ ሻ௡ାݕ

ଵ
ଶ

√2
് 0. 

Из последней формулы для ܭሺݕ, ,ߟ  этой функции ݕ ሻ видно, что производная поߣ

имеет интегрируемую особенность вида ሺݕ െ ሻିߟ
భ
మ при ߟ	 ൌ  .ݕ	

Продифференцируем обе части уравнения (3) по переменной ݕ: 

߲
ݕ߲

න
ො݃ሺߣ, ሻݐ

2ඥݕ െ ݐ
ݐ݀

௬

଴

	ൌ 	 መ݂ሺߣ, ሻݕ ⋅ ,ݕሺܭ ,ݕ ሻߣ ൅ න መ݂ሺߣ, ,ݕ௬ሺܭሻߟ ,ߟ ߟሻ݀ߣ

௬

଴

. 

Поделим обе части на ܭሺݕ, ,ݕ ሻߣ 	ൌ 	 గ
ሺ௖ି௬ሻ೙శ

భ
మ

√ଶ
: 

መ݂ሺߣ, ሻݕ ൅
√2

ሺܿߨ െ ሻ௡ାݕ
ଵ
ଶ

නܭ௬ሺݕ, ,ߟ ሻߣ መ݂ሺߣ, ߟሻ݀ߟ

௬

଴

	ൌ 	
√2

ሺܿߨ2 െ ሻ௡ାݕ
ଵ
ଶ

߲
ݕ߲

න
ො݃ሺߣ, ሻݐ

ඥݕ െ ݐ
ݐ݀

௬

଴

. 

Получилось интегральное уравнение Вольтерра второго рода при каждом фикси-
рованном ߣ, которое в классе непрерывных функций имеет единственное решение, 
причем это решение может быть найдено методом последовательных приближений или 
методом резольвент (см. [7; 8]). 

Доказана следующая  
Теорема. Пусть функция ݃ሺݔ, ,ݔሻ известна для всех ሺݕ  ௛. Тогдаߗ ሻ из полосыݕ

уравнение (1) в классе дважды непрерывно дифференцируемых функций с носителем в 
полосе ߗ௛ имеет единственное решение. 

2. Формула обращения 
Выведем другим методом явную формулу для преобразования Фурье መ݂ሺߣ, -ሻ исݕ

комой функции. Для этого заменим в формуле (2) ݕ на ߟ ,ߟ – на ݐ и проинтегрируем по-
лученное уравнение с ядром  

ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
 

по переменной ߟ от 0 до ݕ: 

න
ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

2ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
ො݃ሺߣ, ߟሻ݀ߟ

௬

଴

	ൌ	 

	ൌ 	නቌන መ݂ሺߣ, ሻݐ
ሺܿ െ ሻ௡ାଵݐ cosሺߣඥሺܿ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ ሻଶሻߟ

ඥሺܿ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ ሻଶߟ
ݐ݀

ఎ

଴

ቍ

௬

଴

ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
 .ߟ݀

Поменяем в последнем интеграле порядок интегрирования: 

න
ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

2ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
ො݃ሺߣ, ߟሻ݀ߟ

௬

଴

	ൌ	 
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	ൌ 	නሺܿ െ ,ߣଵሺܭሻ௡ାଵݐ ,ݕ ሻݐ መ݂ሺߣ, ݐሻ݀ݐ

௬

଴

;																														ሺ4ሻ 

здесь  

,ߣଵሺܭ ,ݕ ሻݐ 	ൌ 	න
ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ ⋅ cos൫ߣඥሺܿ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ߟ

ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ ⋅ ඥሺܿ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ ሻଶߟ

௬

௧

 .ߟ݀

Вычислим последний интеграл. Для этого совершим замену переменной ߟ →  по ݏ
формуле 

ሺܿ െ ሻଶߟ 	ൌ 	 ሺܿ െ ሻଶݐ ൅ ଶሺሺܿݏ െ ሻଶݕ െ ሺܿ െ ,ሻଶሻݐ 	0 ൑ ݏ ൑ 1 
и заметим, что 

ሺܿ െ 	ߟሻ݀ߟ ൌ 	 ሺሺܿ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ  	,ݏ݀ݏሻଶሻݕ
ሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ 	ൌ 	 ሺ1 െ ଶሻሺሺܿݏ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ  ሻଶሻݕ

ሺܿ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ ሻଶߟ 	ൌ 	 ଶሺሺܿݏ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ 	.ሻଶሻݕ
Получим 

,ߣଵሺܭ ,ݕ ሻݐ 	ൌ 	න
ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ ሻଶ√1ݕ െ ଶ൯ݏ ⋅ cos൫ߣඥሺܿ െ ሻଶݐ െ ሺܿ െ ݏሻଶ൯ݕ

√1 െ ଶݏ

ଵ

଴

 .ݏ݀

Воспользуемся известной формулой (см., например, [9]) 

න
ch൫ܿ√ܽଶ െ ଶ൯ݔ

√ܽଶ െ ଶݔ
cos ݔܾ ݔ݀

௔

଴

	ൌ 	
ߨ
2
, ܾ	 ൌ 	ܿ ൐ 0, ܽ ൐ 0. 

Согласно этой формуле 

,ߣଵሺܭ ,ݕ ሻݐ 	ൌ 	
ߨ
2
. 

Подставим в (4) 

නሺܿߨ െ ሻ௡ାଵݐ መ݂ሺߣ, ݐሻ݀ݐ

௬

଴

	ൌ 	න
ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
ො݃ሺߣ, ߟሻ݀ߟ

௬

଴

. 

Продифференцируем обе части по ݕ и получим искомую формулу обращения: 

መ݂ሺߣ, ሻݕ 	ൌ 	
1

ሺܿߨ െ ሻ௡ାଵݕ
߲
ݕ߲

න
ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
ො݃ሺߣ, ߟሻ݀ߟ

௬

଴

. ሺ5ሻ 

Придадим этой формуле другой вид, представив подынтегральную функцию в 
виде ො݃ሺߣ, ሻߟ 	ൌ ׬	 ො݃ఛᇱ ሺߣ, ߬ሻ݀߬

ఎ
଴ , ( ො݃ሺߣ, 0ሻ 	ൌ 	0 в силу формулы (2)) и произведем выклад-

ки, используя перемену порядка интегрирования и интегрирование по частям: 

න
ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
ො݃ሺߣ, ߟሻ݀ߟ

௬

଴

	ൌ	 

	ൌ 	න ො݃ఛᇱ ሺߣ, ߬ሻ݀߬න
ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ

௬

ఛ

ߟ݀

௬

଴

	ൌ	 

	ൌ 	െන ො݃ఛᇱ ሺߣ, ߬ሻ݀߬න ch ቀߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶቁݕ

௬

ఛ

݀ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
௬

଴

	ൌ	 
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	ൌ 	െන ො݃ఛᇱ ሺߣ, ߬ሻ
sh൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ߣ
อ
ఎ	ୀ	ఛ

ఎ	ୀ	௬

݀߬

௬

଴

	ൌ	 

	ൌ 	න
sh൫ߣඥሺܿ െ ߬ሻଶ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ߣ
ො݃ఛᇱ ሺߣ, ߬ሻ݀߬

௬

଴

; 

߲
ݕ߲

න
ሺܿ െ ሻߟ ch൫ߣඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ඥሺܿ െ ሻଶߟ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
ො݃ሺߣ, ߟሻ݀ߟ

௬

଴

	ൌ	 

	ൌ 	න
ሺܿ െ ሻݕ ch൫ߣඥሺܿ െ ߬ሻଶ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ඥሺܿ െ ߬ሻଶ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
ො݃ఛᇱ ሺߣ, ߬ሻ݀߬

௬

଴

. 

Поэтому 

መ݂ሺߣ, ሻݕ 	ൌ 	
1

ሺܿߨ െ ሻ௡ݕ
න
ch൫ߣඥሺܿ െ ߬ሻଶ െ ሺܿ െ ሻଶ൯ݕ

ඥሺܿ െ ߬ሻଶ െ ሺܿ െ ሻଶݕ
ො݃ఛᇱ ሺߣ, ߬ሻ݀߬

௬

଴

.				ሺ6ሻ 

Легко заметить, что приведенные выше преобразования интегралов, приведшие к 
формуле (6), законны при условии, что функция ො݃ሺߣ, ߬ሻ абсолютно непрерывна по пе-
ременной ߬ при всех значениях ߣ. 
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The problem of reconstruction of the function given by its integrals with weights on the second 

order curves on a plane forming a two-parameter family is solved. This problem is related to the prob-
lems of integral geometry. Hyperbolas on the plane are considered as curves, and a polynomial is con-
sidered as a weight function. The solution of this problem is reduced to the solution of the Volterra 
integral equation of the second kind. The uniqueness of the function reconstruction is proved, and ex-
plicit inversion formulas are obtained. 
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