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Известно, что система натуральных степеней аргумента образует систему Маркова на 

любом сегменте, расположенном строго правее начала координат. В данной заметке доказыва-
ется следующее: чтобы система натуральных степеней образовала систему Маркова на сегмен-
те, содержащем внутри начало координат, необходимо и достаточно, была первая функция бы-
ла тождественно равна единице и разности между соседними степенями были равны нечетным 
числам.  

 
Ключевые слова: определитель, система Чебышева, система Маркова, Стилтьес. 
 
 
Систему ሾ1ሿ		вещественных	функций	ݑ଴ሺݔሻ, ,ሻݔଵሺݑ … , ,ሻݔ௡ሺݑ определенных	на 

ሾа, вሿ, называют	системой	Чебышева		(Tn-системой) порядка n, если каждый 
полином	 ௡ܲ(x) = ∑ ௞ݑ௞ߙ

௡
௞	ୀ	଴ ሺݔሻ	ሺ∑ ௞ߙ

ଶ௡
௞	ୀ	଴ ൐ 0ሻ	имеет	на	ሾа, вሿ	не	более	݊	корней. 

Требование	на	количество	корней	полинома	в	определении	системы	Чебышева 
равносильно условию: определитель 

Dቀ
,ଵݑ,଴ݑ … ௡ݑ
,ଵݔ,଴ݔ … ௡ݔ

ቁ 	ൌ ଴	ୀ	௝൯൧௜,௝ݔ௜൫ݑൣݐ݁݀	
௡

് 0 при любых а൑ ଴ݔ ൏ ଵݔ ൏ ⋯ ൏ ௡ݔ ൑ ܾ.	 

Систему функций ݑ଴ሺݔሻ, ,ሻݔଵሺݑ … ,  на	определенных		ሻݔ௡ሺݑ
ሾа, вሿ, называют	системой	Маркова	 (Mn-системой) порядка n, если каждая из	систем 
,ሻݔ଴ሺݑ ,ሻݔଵሺݑ … , 	ሺ݉	ሻݔ௠ሺݑ ൌ 	0,1… , ݊ሻ		будет	 ௠ܶ-	системой	на	ሾа, вሿ. 

Классическим	примером		ܯ௡-системы является система	функций	1, х, ,ଶݔ …  .௡ݔ
Определитель Вандермонда- 

ܦ ൬
1, ,ݔ … , ௡ݔ

,ଵݔ,଴ݔ … , ௡ݔ
൰ 	ൌ 	 ෑ ሺݔ௝ െ ௜ݔ

଴ஸ௜ழ௝ஸ௡

ሻ ൐ 0 

далее подобное произведение обозначим через  ∏ሺ0, 1, … , ݊ሻሻ		при		   
  ܽ ൑ ଴ݔ ൏ ଵݔ ൏ ⋯ ൏ ௡ݔ ൑ ܾ	или	по основной теореме алгебры любой нетривиальный 
многочлен ∑ ܽ௞ݔ௞௡

л	ୀ	଴  имеет на ሾа, вሿ	не	более	݊	корней. Функции ݔఈబ, ,ఈభݔ … , -ఈ೙ обраݔ
зуют	ܯ௡-систему на любом интервале	ሾܽ, ܾሿ при условии  

0 ൏ ܽ ൏ ܾ	и	0 ൏ ଴ߙ ൏ ଵߙ ൏ ⋯ ൏  .௡ߙ
В настоящей заметке найдены условия, которые нужно наложить на функции 

,ఈబݔ ,ఈభݔ … , ,ఈ೙ݔ чтобы	они	образовали	ܯ௡-систему на ሾа, вሿ	при	а ൏ 0 ൏ в. 
Доказательство проводим двумя способами: определяя знаки соответствующих опреде-
лителей и опираясь на структуру систем Маркова ሾ1ሿ. Ввиду	громоздкости вычислений 
первым способом доказываем положительность определителей в частных случаях:  
кାଵߙ	 െ кߙ 	ൌ 	3, 5, 7, … и фиксированном к. 
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Теорема. Для того чтобы функции ݔఈబ, ,ఈభݔ … , ଴ߙ) ఈ೙ݔ ൏ ଵߙ ൏ ⋯ ൏ -образова	௡ሻߙ
ли ܯ௡-	систему	на	ሾа, вሿ (а	൏ 0 ൏ вሻ, необходимо	и	достаточно: 

଴ߙ (1 	ൌ 	0, 
2) каждая разность ߙкାଵ െ кߙ 	ൌ 	2݅ ൅ 1, ݇	 ൌ 	1,2, … ݊ െ 1; 	݅	 ൌ 	0,1,2, … 
Достаточность. 	Функция	хఈబ	должна	образовать	М଴-систему.  
Следовательно, ߙ଴ 	ൌ 	0	и	хఈబ ≡ 1.  
Пусть ߙଵെߙ଴ 	ൌ 	3 െ 0	 ൌ 	3, кߙкାଵെߙ 	ൌ 	1,	к = 1, 2, …, n–1, то есть рассмотрим си-

стему функций 1, хଷ, хସ, … , х௡. Определитель 

ܦ ൬
1, ,ଷݔ ,ସݔ … , ௡ݔ

	,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ିଵݔ
൰ 	ൌ 	ෑሺ1, 2, … , ݊ െ 1ሻ ൤෍ ௜భݔ

ଶ … ௜೙షమݔ
ଶ ൅

௡ିଵ

ଵ
 

൅∑ ௜భݔ
ଶ … ௜೙షయݔ

ଶ ௜೙షమݔ
௡ିଵ
ଵ  	,ሾ7ሿ																																													 ௜೙షభ൧ݔ

где	в	первой	сумме	ܥ௡ିଵ
௡ିଶ 	ൌ 	݊ െ 1	слагаемых, во второй ܥ௡ିଵ

ଶ 	
ሺ௡ିଵሻሺ௡ିଶሻ

ଶ
	ܿлагаемых. 

Каждый индекс ݅௞ принимает значения от 1	до	݊ െ 1,	 и слагаемые отличаются друг 
от	друга	хотя	бы одним индексом. 

ܦ ൬ 1 ଷݔ

ଵݔ ଶݔ
൰ 	ൌ 	∏ሺ1, 2ሻሺݔଵ

ଶ ൅ ଶݔ
ଶ ൅ ଶሻݔଵݔ 	ൌ 	∏ሺ1, 2ሻ	

ଵ

ଶ
ሺݔଵ

ଶ ൅ ଶݔ
ଶ ൅ ሺݔଵ ൅ ଶሻଶሻݔ ൐ 0; 

D൬ 1 ଷݔ ସݔ

ଵݔ ଶݔ ଷݔ
൰ 	ൌ 	∏ሺ1, 2, 3ሻሺ∑ ௜భݔ

ଶଷ
ଵ ௜మݔ

ଶ ൅ ∑ ௜భݔ
ଶ ௜యݔ௜మݔ

ଷ
ଵ ሻ 	ൌ	

ൌෑሺ1, 2, 3ሻ෍ݔ௜భ
ଶ

ଷ

ଵ

൫ݔ௜మାݔ௜య൯
ଶ
. 

В общем случае 4	൑ ݉ ൑ ݊		для	определения	знака	определителя	воспользуем-
ся непрерывностью функций ݔ௜ и тем, что а	൏ 0 ൏ в.		 

Пусть a = ݔ଴ ൑ ଵݔ ൏ ⋯ ൏ ௠ିଵݔ ൑ ௠ݔ 	ൌ 	ܾ	– 	произвольные	точки	и		
хкିଵ ൏ 0 ൏ хкାଵ, к = 1, 2, …, m–1.  

 
 

Sign D൬ 1 ଷݔ … ௠ݔ

,ଵݔ … , ,௞ିଵݔ ,௞ݔ ,௞ାଵݔ … ௠ିଵݔ
൰ 	ൌ	 

 = sign D൬ 1 ଷݔ … ௠ݔ

,ଵݔ … , ,௞ିଵݔ 0, ,௞ାଵݔ … ௠ିଵݔ
൰ 	ൌ	 

ൌ ଵݔ|݊݃݅ݏ
ଷ| … หݔ௞ିଵ

ଷ หݔ௞ାଵ
ଷ ௠ିଵݔ…

ଷ ܦ ൬
1 ݔ … ௠ିଷݔ

ଵݔ … ௞ାଵݔ,௞ିଵݔ … ௠ିଵݔ
൰ 	ൌ	 

ൌ ଵݔ|݊݃݅ݏ
ଷ| … หݔ௞ିଵ

ଷ หݔ௞ାଵ
ଷ ௠ିଵݔ…

ଷ ෑሺݔଵ,… , ,кାଵݔ,௞ିଵݔ … , ௠ିଵሻݔ ൐ 0. 

Рассмотрим	теперь	систему	функций	1, ,ݔ ,ସݔ ,ହݔ	 … , ൑	௡. Для любого 4ݔ ݉ ൑ ݊ 
при хкିଵ ൏ 0 ൏ хкାଵ	имеем 

sign D	൬ ݔ	1 ସݔ … ௠ݔ

,ଵݔ … ,௞ିଵݔ 0, ,௞ାଵݔ … , ௠ିଵݔ
൰ 	ൌ …|ଵݔ|݊݃݅ݏ	 ௞ାଵݔ|௞ିଵݔ|  ;௠ିଵݔ…

D	൬
1 ସݔଷݔ … ௠ିଵݔ

ଵݔ … ,௞ିଵݔ ,௞ାଵݔ … ௠ିଵݔ
൰ ൐ 0, учитывая	результат	предыдущего	случая. 

Далее методом математической индукции получаем, что функции  
1, x,	ݔଶ, … , ,௣ݔ ,௣ାଷݔ ,௣ାସݔ … , ൑	образуют систему Маркова при 0	௡ݔ ݌ ൑ ݊ െ 3. 

По этой схеме рассуждений доказываем теорему при 	ߙଵ െ ଴ߙ 	ൌ ଵߙ	;5	 െ  … ;଴ = 7ߙ
Рассмотрим другие случаи, когда пропущенные функции расположены в разных 

местах ввиду громоздкости. 
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Необходимость. Допустим ߙр െ рିଵߙ ൌ 	2, остальные	разности	равны	единице. 

D	൬
ଶݔ	ݔ	1 … ௣ିଶݔ ௣ݔ

ଵݔ ଶݔ … ௣ݔ
൰ 	ൌ 	∏ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ଵݔ௣ሻሺݔ ൅ ଶݔ ൅ ⋯൅ ,௣) = 0 на ሾаݔ вሿ при  

а	൏ 0 ൏ в.	D	൬ 1 ସݔ

ଵݔ ଶݔ
൰ 	ൌ 	 ሺݔଶ െ 	ଶݔଵሻሺݔ

ଷ ൅ ଶݔ
ଶݔଵ ൅ ଵݔଶݔ

ଶ ൅ ଵݔ
ଶሻ = 0 на ሾа, вሿ при а൏ 0 ൏ в.	 

Докажем теорему для произвольных степеней, удовлетворяющих условиям тео-
ремы, опираясь на структуру систем Маркова ሾ1ሿ: 

Функции 1, ݑଵሺݔሻ 	ൌ ׬	 ଵሻݐଵሺߪ݀
௫
଴ ሻݔଶሺݑ , 	ൌ ׬	 ଵሻݐଵሺߪ݀

௫
଴ ׬ ଶߪ݀

௧భ
଴

ሺݐଶሻ, …,  

ሻݔ௡ሺݑ 	ൌ ׬	 ଵሻݐଵሺߪ݀
௫
଴ ׬ ଶߪ݀

௧భ
଴

ሺݐଶሻ…׬ ௡ߪ݀
௧೙షభ
଴

ሺݐ௡ሻ		образуют	систему	Маркова на	ሾа, вሿ,
только	тогда, когда	ߪଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߪ … , ,ሻ непрерывные справа в каждой точке ሾаݐ௡ሺߪ вሿ 
ሻݐଵሺߪ	) െ непрерывнаሻ, т. е.	строго возрастающие функции. 

Это достаточная в нашем случае, более простая формулировка критерия, и вычис-
ления облегчаются наличием в ሾа, вሿ	точки	х	 ൌ 	0. 

Чтобы показать, что функции 1, ,ఈభݔ … , -поло		Маркова,	систему	образуют	ఈ೙ݔ
жим ߪкሺхሻ 	ൌ 	 скхఈкିఈкషభ, к = 1, 2, …, n и последовательно определим значения ск. Эти 
функции непрерывны и при ߙкെߙкିଵ െ нечетном	числе	монотонно возрастают на 
ሾа, вሿ. Рассмотрим пример системы функций, который не удается решить определением 
знака определителей: 

1, хଷ, х଼, хଽ, хଵଶ, хଵଽ. ׬ ݀ሺݐଷሻ
௫
଴ 	ൌ 	 ,ଷݔ ׬ ݀ሺݐଵሻ

௫
଴ ׬ ݀ሺܿଶݐଶ

ହሻ௧భ
଴ 	ൌ 	 ܿଶ ׬ ଵݐ3

ଶ௫
଴ ଵݐ

ହ݀ݐଵ 	ൌ	 

 = 3ܿଶ
௫ఴ

଼
	ൌ 	 при сଶ ଼ݔ 	ൌ 	

଼

ଷ
ଷሺхሻߪ .  	ൌ 	

ଶ଻

ଶ଴
х, ସሺхሻߪ 	ൌ 	8хଷ 

׬ ݀ሺݐଵሻ
௫
଴ ׬ ݀ ቀ଼

ଷ
ଶݐ
ହቁ

௧భ
଴ ׬ ݀ ቀଶ଻

ଶ଴
ଷቁݐ

௧మ
଴ ׬ ݀ሺ8ݐସ

ଷሻ௧య
଴ ׬ ݀ሺܿହݐହ

଻ሻ	
௧ర
଴  = 

଼ଵ௖ఱ
ଶ଴ଽ଴

ଵଽݔ 	ൌ 	  ଵଽݔ

при сହ 	ൌ 	
ଶ଴ଽ଴

଼ଵ
. Найдем ߪкሺхሻ	нескольких	систем	функций: 

,ଷݔ	,1 ,ସݔ ,ହݔ ,଺ݔ … ↔ ሻݔଵሺߪ 	ൌ ,ଷݔ	 ሻݔଶሺߪ 	ൌ 	
ସ

ଷ
,ݔ ሻݔଷሺߪ 	ൌ 	

ହ

ଶ
,ݔ ሻݔସሺߪ 	ൌ 	

ଵ଼

ହ
,ݔ … 

,ݔ	,1 ,ସݔ ,ହݔ ,଺ݔ … ↔ ሻݔଵሺߪ 	ൌ ,ݔ	 ሻݔଶሺߪ 	ൌ ,ଷݔ4	 ሻݔଷሺߪ 	ൌ 	
ହ

ଷ
,ݔ ሻݔସሺߪ 	ൌ ,ݔ3	 … 

,ହݔ	,1 ,଺ݔ ,଻ݔ ,଼ݔ … ↔ ሻݔଵሺߪ 	ൌ ,ହݔ	 ሻݔଶሺߪ 	ൌ 	
଺

ହ
,ݔ ሻݔଷሺߪ 	ൌ 	

଻

ଷ
,ݔ ሻݔସሺߪ 	ൌ 	

ଶସ

଻
,ݔ … 

Из доказательства следует, что для системы функций, удовлетворяющих услови-

ям теоремы, определители D൬
1, ఈభݔ … ఈ௠ݔ
ଵݔ ଶݔ … ௠ିଵݔ

൰ ൐ 0	для	любых	а, в, 1 ൑ ݉ ൑ ݊,  

a൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௠ିଵݔ ൑ ܾ. 
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It is known that the system of natural powers of the argument forms Markov system on any 

segment located strictly to the right of the origin of coordinates. The study proves that in order for the 
system of natural degrees to form a Markov system on a segment containing inside the origin, it is 
necessary and sufficient that the first function is identically equal to one, the differences between adja-
cent powers are equal to odd numbers.  
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