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В работе рассматривается смешанная задача для двумерного уравнения движения сжима-

емой экспонициально стратифицированной жидкости четвертого порядка с постоянными ко-
эффициентами. С помощью преобразования Лапласа поставленная смешанная задача сводится 
к граничной задаче для уравнения второго порядка с комплексным параметром. С помощью 
функции Грина получаем представление решения спектральной задачи. Решение же исходной 
смешанной задачи получается с помощью обратного преобразования Лапласа. Так как уравне-
ние и граничные условия спектральной задачи получены из уравнения и граничного условия 
смешанной задачи с помощью преобразования Лапласа, то очевидно, что решение смешанной 
задачи удовлетворяет как уравнению, так и граничным условиям поставленной задачи. Для 
проверки начальных условий получаем асимптотическое представление решения спектральной 
задачи относительно спектрального параметра.  
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Введение 
Работа посвящена исследованию решений смешанной задачи для уравнения чет-

вертого порядка. 
Как известно, в курсе «Уравнения математической физики» в курсе «Уравнения с 

частными производными» смежная задача рассматривается в основном для уравнения 
гиперболического и параболического типа [1, 2, 3].  

При исследовании таких задач в основном прилагается стандартный инженерный 
метод разделения переменных (метод Фурье), который приводится к вычетному методу 
Коши [4]. 

Метод разделения переменных был предложен для решения волнового уравнения 
Ж. Доламбером. С достаточной полнотой метод был развит в начале XIX века  
Ж. Фурье и полностью сформулирован М.В. Остроградским в 1828 году. 

Вычетный метод Коши также применен к решению задачи Коши для двумерного 
однородного уравнения высшего порядка [5]. 

Далее к этим задачам (когда в рассматриваемом уравнении переменные не разде-
ляются) изменяется преобразование Лапласа, продолжением которого является метод 
контурного интеграла [6, 7]. 

Несмотря на то, что для рассматриваемого нами уравнения можно применитьме-
тод разложения переменных, мы будем применять преобразование Лапласа. 
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Постановка задачи 
Рассмотрим смешанную задачу для уравнения движения сжимаемой экспоници-

ально стратифицированной жидкости: 
ଵ
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где 	с, ܾ	 и 	߱଴ – заданные вещественные числа, ߮௞ሺݔሻ, ݇ ൌ 0,3 – непрерывные веще-
ственно-значные функции, ߙ௣௤, ,௣௤ߚ		 ݌ ൌ 1,2, ݍ ൌ 0,1;	 заданные вещественные числа, 
݌ ሻ приݐ௣ሺߛ ൌ 1,2 – непрерывные функции, а граничные условия (3) – линейно незави-
симые, ݑሺݔ,  .ሻ – искомая функцияݐ

Применяя преобразование Лапласа к смешанной задаче (1)–(3), имеем 
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где 
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1
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,ݔ෤ሺݑ ,ݔሺݑ ሻ – преобразование Лапласаߣ  ሻ – преобразование Лапласаߣ௞෦ሺߛ ሻ, аݐ
݇			ሻݐ௞ሺߛ ൌ1,2, ߣ ∈   .ܥ

Решение спектральной задачи (4)–(5) имеет вид 

,ݔ෤ሺݑ ሻߣ ൌ ׬ ,ݔሺܩ ,ߦ ,ߦሺܨሻߣ ሻߣ
ଵ
଴  (8)                                                .ߦ݀

А решение смешанной задачи (1)–(3) с помощью обратного преобразования 
Лапласа представляется в виде 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ଵ

ଶగ௜
׬ ݁ఒ௧ݑ෤ሺݔ, ௅ߣሻ݀ߣ ,                                                  (9) 

где ܩሺݔ, ,ߦ -ሻ – функция Грина спектральной задачи (4)–(5), а L – линия Лапласа, распоߣ
ложенная в комплексной плоскости ߣ, которая параллельна линиям оси и находится в 
правой полуплоскости. 

Далее для функции Грина  
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Правые линии Лапласа имеют асимптотические представления 
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ሺߙଶଵߚଵଵ െ  ଶଵሻ,                                                  (10)ߚଵଵߙ
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೎.                                              (11) 

Что касается функции Грина, то для нее на правых линиях Лапласа имеет место 
оценка 
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,                                                            (12) 

а в левой полуплоскости –  
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Таким образом, для решения вспомогательной задачи (4)–(5) имеем следующую 
ассимптотику: 
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где 

߮ଶ଴ሺߦሻ ൌ
ଵ

௖మ
߮ଶሺߦሻ ൅ ܾଶ߮଴ሺߦሻ െ ߮଴

ᇱᇱሺݔሻ ఒ

௖మ
߮଴ሺߦሻ െ

ఠబ
మ

௖మ
߮଴ሺߦሻ,                     (15) 

߮ଷଵሺߦሻ ൌ
ଵ

௖మ
߮ଷሺߦሻ ൅ ܾଶ߮ଵሺߦሻ െ ߮ଵ

ᇱᇱሺߦሻ െ ఠబ
మ

௖మ
߮ଵሺߦሻ.                                (16) 

ଵܭ ൌ ൭ߛଵ෥ െ
ଵଵߙ
2
߮଴
ᇱ ሺ0ሻ െ

ଵଵߚ
2
߮଴
ᇱ ሺ0ሻ൱												ܭଶ ൌ ൭ߛଶ෦ െ

ଶଵߙ
2
߮଴
ᇱ ሺ0ሻ െ

ଶଵߚ
2
߮଴
ᇱ ሺ0ሻ൱. 

Интегрируя по частям, из (8) получим следующее асимптотическое представле-
ние: 

,ݔ෤ሺݑ ሻߣ ൌ ଵ
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ଵ
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Таким образом установлены следующие утверждения: 
Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (1) ܿ, ܾ, ߱଴, отличные от нуля, явля-

ются коэффициентами линейно независимого граничного условия (3), а ߙ௜௝,   при	௜௝ߚ

 ݅ ൌ 1,2തതതത, ݆ ൌ 0,1	–	заданные вещественные числа и ߙଶଵ, ଵଵߚ െ ଶଵߚ	ଵଵߙ ് 0, 
 ߮௞ሺݔሻ, ݇ ൌ 0,3തതതത	– заданные функции начального условия (2), а правые части граничного 
условия (3) ߛ௜ሺݐሻ, ݅ ൌ 1,2 – непрерывные вещественно-значные функции, где функции 
߮଴
ூ௏ሺݔሻ, ߮ଵ

ᇱ′ᇱሺݔሻ, ߮ଶ
ᇱ ሺݔሻ, ߮ଷ

ᇱ ሺݔሻ непрерывные и удовлетворяющие условиям 
߮଴ሺ0ሻ ൌ ߮଴ሺ1ሻ ൌ ߮଴

ᇱ ሺ0ሻ ൌ ߮଴
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߮ଵሺ0ሻ ൌ ߮ଵሺ1ሻ ൌ ߮ଵ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ ߮ଵ

ᇱ ሺ1ሻ ൌ ߮ଵ
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ᇱᇱሺ1ሻ ൌ 0, 
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߮ଶሺ0ሻ ൌ ߮ଶሺ1ሻ ൌ ߮ଶ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ ߮ଶ

ᇱ ሺ1ሻ ൌ 0, 
߮ଷሺ0ሻ ൌ ߮ଷሺ1ሻ ൌ 0. 

Тогда для преобразования Лапласа решения ݑሺݔ, ,ሻ функция u෤ሺxݐ λሻ имеет 
асимптотическое представление вида (17). 

Теорема 2. При условиях теоремы 1 существует единственное решение смешан-
ной задачи (1)–(3), представимое в виде (9). 

Действительно, как видно из вспомогательной граничной задачи (4)–(5) при усло-
вии теоремы 2 выражение (9) удовлетворяет как уравнению (1), так и граничному усло-
вию (3). 

Что касается начальных условий (2), они получаются из асимптотического пред-
ставления (17) решений граничной задачи (4)–(5). 

Для этого достаточно замкнуть линии Лапласа L с замкнутым контуром, лежащим 
в левой полуплоскости от этой линии, и вычислить соответствующий вычет по полюсу, 
лежащему в начале координат. 

Наконец заметим, что дифференцируемость выражения (9) как по x, так и по t 
следует из полученного асимптотического представления, для которого достаточно за-
менить линии Лапласа полуокружностью, лежащей в правой полуплоскости от линии 
Лапласа, где решение спектральной задачи (вспомогательной граничной задачи) явля-
ется аналитической функцией. Заметим, что для этого вначале нужно оценить экспо-
ненциальную функцию вдоль линии Лапласа, где она является ограниченной.  
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The paper considers a mixed problem for the two-dimensional equation of motion for a com-
pressible exponentially stratified fluid of the fourth order with constant coefficients. With the help of 
Laplace transform, the posed mixed problem reduces to the boundary value problem for a second-
order equation with a complex parameter. Using the Green's function, we obtain a representation of 
the solution of the spectral problem. The solution of the initial mixed problem is obtained by means of 
the inverse Laplace transform. Taking into account that the equation and boundary conditions of the 
spectral problem are obtained from the equation and the boundary condition of the mixed problem by 
means of the Laplace transform, it is obvious that the solution of the mixed problem satisfies both the 
equation and the boundary conditions of the considered problem. To verify the initial conditions, we 
obtain an asymptotic representation of the solution of the spectral problem with respect to the spectral 
parameter. 
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