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Основной целью нашего исследования является получение алгоритмов численного 
нахождения и оценок постоянной Маркова в весовом пространстве множества всех веществен-
ных измеримых функций, квадраты которых с заданным весом суммируемы на некотором от-
резке. Нами установлены общие результаты для любого веса. Затем отдельно изучаем проблему 
для классических весов Якоби, Лагерра и Эрмита. В настоящей статье рассмотрен случай, когда 
в качестве веса взят вес Якоби на отрезке. 

А.А. Марков нашел значение этой постоянной в случае пространства непрерывных на от-
резке функций. Данные оценки в различных пространствах были найдены Конягиным С.Б. и 
Н.К. Бари. 

В статье установлено выражение для постоянной Маркова в случае производной произ-
вольного порядка. Нами также разработан алгоритм численного нахождения оценок в весовом 
пространстве Якоби. 
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Пусть Х – линейное нормированное пространство, содержащее 

n  – множество 

всех многочленов степени не выше, чем п. 
Постоянной Маркова называется число 
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А.А. Марков [1] доказал, что в случае ]1,1[ CX  постоянная 2
1, nMn  ; в том же 

пространстве значение knM ,  было найдено В.А. Марковым [2]. Оценки knM ,  в случае, 

когда 
1LX   найдены в [3], а в случае pL , 1p  их установила Н.К. Бари [4]. 

Смежные вопросы были разобраны в работах [5–9]. 

Нами [10] найден численный алгоритм вычисления 1,nM , когда ,2LX  . Цель 

настоящей статьи – получение алгоритмов численного нахождения и оценок knM ,  в ве-

совом пространстве ,2L . 
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Напомним, что через ,2L  обозначается множество всех функций f , для которых 

2
f  является суммируемой по весу  . Рассмотрим случай, когда 

 )1()( 2xx  , 

1  – вес Якоби на отрезке ]1,1[ . 

Введем некоторые обозначения. Через  0nnP  обозначим ортонормированную си-

стему многочленов по весу  ; gf ,  – скалярное произведение f  и g . 

 dttgtftgf )()()(,  , 

fff , . 

Пусть )(k
ijij cc   – коэффициенты Фурье многочлена )(k

jP  по системе  nP : 
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С помощью чисел )(k
ijij cc   образуем симметричную матрицу B , для чего обозна-

чим через 
),min(),( vjvjmm  . 
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Справедливо следующее утверждение, которое для 1k  было доказано в [10]. 

Теорема 1. Значение 2
,knM  совпадает с наибольшим собственным значением max  

матрицы B : 

max, knM . 
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Пусть nf  , 



n

j
jj Pxf

0

. Тогда 



n

j
jxf

0

22
и 

  


 












1

1 1
1

)(
1

1
1

)()()(
kn

i

n

kij
ij

k
ij

n

kj

kj

i
i

k
ijj

n

kj

k
jj

k PxcPcxPxf . 

 


 










1

1

2

1

2)(
kn

i

n

kij
jij

k xcf . 

Меняем местами знаки суммирования: 
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Задача 

sup
2)( kf , 1)( kf  

принимает вид 
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 

n

kj

n

kv
vjjv xxB , 

12 

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kj
jx , 

т. е. она сводится к нахождению максимального значения квадратичной формы на еди-

ничной сфере. Значением последней задачи является max . 

Теорема доказана. 

Из теоремы 1 получается следующее правило численного нахождения knM ,  при 

заданных n и k, которое будем называть knM , -алгоритмом. 

Шаг 1. Построить таблицу коэффициентов )(k
ijij cc  , nkj ..,,. , 1...,,1  kji . 

Шаг 2. Подсчитать элементы матрицы B : 







1

1

kj

i
ivijij ccB , njv ,..., , nkj ...,, . 

Шаг 3. По симметрии записать остальные элементы матрицы B . 
Шаг 4. К полученной симметричной матрице B 1 kn -го порядка применить 

один из методов численного нахождения наибольшего собственного значения. 

Ниже установлены формулы нахождения коэффициентов )(k
ijc . 

Обозначим через ,nn AA   старший коэффициент ортонормированного по весу 

  многочлена ,nn PP   ( 0nA ). 

Теорема 2. Для любого nkj ...,,  справедливо равенство 
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Следствие.  dxxAnM nnn )(!,  . 

Замечание. Так как для любого многочлена ...)(  n
nxaxP , !)()( naxP n

n  , то 

среди всех многочленов степени не выше, чем п, норма которых не превосходит 1, 

наибольшим старшим коэффициентом обладает ортонормированный многочлен ,nP . В 

равномерной метрике нами [11] было доказано, что этим свойством обладает много-

член Чебышева )(xTn . 

Для сокращения записей будем рассматривать только ультрасферические много-
члены 
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
 )1()()( 2xxx  , 1 . 

Пусть многочлены )()( , xPxP nn   заданы формулой Родрига [12]: 
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Следовательно, 
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образует ортонормированную систему многочленов по весу )(t . 

В дальнейшем нам понадобится формула дифференцирования [12, с. 83]: 
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Из равенства (2) следует, что 
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Отметим также, что старший коэффициент ,nA  многочлена )(ˆ
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а коэффициент при 1nt  равен нулю. 
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В обозначениях этого коэффициенты )(k
ijc  (1) задаются формулой 
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Доказательство. Используя определение функции vnF ,  и равенство (5), имеем: 
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Интегрирование по частям и равенства (3) позволяют записать, что  
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С помощью равенства (*) можно убедиться, что 
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Для вычисления последнего интеграла воспользуемся формулой Родрига  
( 1 ikjm ): 
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Отсюда следует, что 
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Так как (см., например, [10]) 
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Это означает, что 
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Если ввести в равенство (6) параметры 1 ikjm , i   ( 0 ), то  
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Для нечетных т, в силу симметрии, 0s . 
В работе [13] нами найдено значение этой суммы для четных т: 
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Остается подставить это значение (с заменой m  на 1 ikj ) в равенство для 
)(k

ijc . 

Теорема доказана. 
Из теоремы 3 при 1k  получаем равенство: 
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Оно (в общем случае 1,  ) было ранее установлено нами в [10]. Если в той 
же теореме считать 12  , то будем иметь 
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где rkij 21  . 
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Последнее равенство можно упростить, если использовать тождество [14, c. 760] 







  

2

1
)(2)2( 12 zzz z . 

После элементарных преобразований получится равенство 
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
kkrjr

krrj
rkjc kk

ij , 

которое было установлено в [3], (лемма 1). 

Наконец, заметим, что при 1 kji  значения )(k
ijc , получаемые по теореме 3, 

совпадут с результатом теоремы 2, если в ней jA  и kjA   заменить на их значения из 

формулы (4). 
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The main purpose of the study is to obtain algorithms for numerical finding and estimates of the 

Markov constant in the weight space of a set of all material measurable functions which squares with 
the set weight are summarized on some piece. The research has established General results for any 
weight. The problem for the classical weights of Jacobi, Laguerre and Hermite have been studied sepa-
rately. The article presents the case when Jacobi's weight on a piece is taken. 

Andrei Markov has found value of this constant in case of space of functions, continuous on a 
piece. These estimates have been found in various spaces by Sergei Konyagin and Nina Bari. 

The expression for Markov's constant in case of a derivative of any order is established. An al-
gorithm of numerical finding of estimates in weight space of Jacobi has also been developed. 
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