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В пространстве суммируемых на сегменте функций норма определяется как максимум от 

значения интеграла по всевозможным сегментам, входящим в первоначальный сегмент. В этом 
пространстве И.В. Ценовым получены необходимые и достаточные условия наилучшего при-
ближения функции алгебраическими полиномами. В данной работе этот результат переносится 
на полиномы по системам Чебышева. Далее рассматривается приближение линейно независи-
мыми системами, не образующими систему Чебышева, при этом условия наложены на перво-
образные. 
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В линейном нормированном пространстве суммируемых на ሾa, bሿ	функций	Sሾୟ,ୠሿ, 

рассмотренном И.В. Ценовым [1, с. 89], норма функции вводится следующим образом: 

‖f‖ୗሾ౗,ౘሿ ≡ maxሾα,βሿ ቒ׬ fሺtሻdt
β

α
ቓ, 

где		ሾα, βሿ – любой сегмент, содержащийся в	ሾа, bሿ. Доказана теорема.  
Если fሺxሻ ∈ Sሾୟ,ୠሿ	и		Fሺxሻ ൌ ׬ fሺtሻdt,

୶
ୟ  то 

ሺ1ሻ			‖f‖ୗሾ౗,ౘሿ ൌ 2min
ஓ
‖Fሺxሻ െ γ‖େሾ౗,ౘሿ ൌ 2 ฯFሺxሻ െ

M ൅m
2

ฯ ൌ Mെm, 

где минимум рассматривается на множестве всех вещественных чисел и  
M	ൌ maxሾୟ,ୠሿ 	Fሺxሻ ,				m ൌ minሾୟ,ୠሿ	 Fሺxሻ. 

Найдены необходимые и достаточные условия, чтобы алгебраический полином 
∑ c୧x୧
୬
୧ୀ଴ 	наименее уклонялся от функции fሺxሻ в метрике пространства Sሾୟ,ୠሿ. Пусть те-

перь φଵሺxሻ, φଶሺxሻ, … , φ୬ሺxሻ		– суммируемые на ሾа, вሿ функции, образующие систему Че-
бышева (Тп-систему), то есть для любых a൑ xଵ ൏ xଶ ൏ ⋯ ൏ x୬ ൑ b		определитель 

୬ൌ.อ׏
φଵሺxଵሻ, … . , φ୬ሺxଵሻ
… . … …

φଵሺx୬ሻ, … . , φ୬ሺx୬ሻ
อ ് 0 

Лемма. Если функции	ሼφ୧ሺxሻሽ୧ୀଵ
୬ 	образуют	T୬ െ систему	на	ሾа	, вሿ,	то 

ф଴ሺХሻ ≡1,	Фଵሺхሻ ൌ ׬ φଵሺtሻ
х
а dt, …,	Ф୬ሺxሻ ൌ ׬ φ୬ሺtሻ

୶
ୟ dt образуют T୬ାଵ-систему на [а, в]. 

Доказательство. Пусть a	൑ xଵ ൏ xଶ ൏ ⋯ ൏ x୬ାଵ ൑ b 
 

୬ାଵൌ׏ อ
1, Фଵሺхଵሻ, … , Ф୬ሺxଵሻ
… … …
1, Фଵሺх୬ାଵሻ, … , Ф୬ሺx୬ାଵሻ

อ ൌ 
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ൌ ቮ
1, ׬ φଵሺtሻdt

୶భ
ୟ , … , ׬ φ୬ሺtሻdt

୶భ
ୟ

… … …
1, ׬ φଵሺtሻ

୶౤శభ
ୟ dt, … , ׬ φଵሺtሻ

୶౤శభ
ୟ dt

ቮ. 

 
Начиная со второй строки все интегралы преобразуем: 
׬ φ୧ሺtሻ
୶ౡ
ୟ dt ൌ ׬ φ୧ሺtሻdt ൅ ׬ φ୧ሺtሻdt ൅ ⋯൅ ׬ φ୧

୶ౡ
୶ౡషభ

୶మ
୶భ

୶భ
ୟ

ሺtሻdt. 

Представив ׏୬ାଵ в виде суммы определителей и приравняв к нулю определители 
с одинаковыми строками, получим 

ቮ
׬ φଵሺtሻdt
୶మ
୶భ

, … , ׬ φ୬ሺtሻdt
୶మ
୶భ

… … …
׬ φଵሺtሻ
୶౤శభ
୶౤

dt, … , ׬ φ୬ሺtሻdt
୶౤శభ
୶౤

ቮ ൌ ׬ dtଵ
୶మ
୶భ

׬ dtଶ
୶య
୶మ

׬… ቮ
φଵሺtଵሻ, … , φ୬ሺtଵሻ
… … …

φଵሺ୲౤ሻ, … , φ୬ሺt୬ሻ
ቮ

୶౤ൊభ
୶౤

	dt୬. 

Так как подынтегральный определитель сохраняет знак и все t୧ ൏ t୧ାଵ, определи-
тель	׏୬ାଵ് 0, что	и	требовалось	доказать. 

Теорема 1. Для того, чтобы полином Q୬ሺxሻ ൌ ∑ c୧φ୧
୬
୧ୀଵ ሺxሻ наименее уклонялся от 

функции fሺݔሻ	в метрике Sሾa, bሿ, необходимо и достаточно, чтобы существовали, по 
крайней мере, n൅1 сегментов ൣαଵ,βଵ൧, ൣαଶ,βଶ൧, … , ൣα୬ାଵ,β୬ାଵ൧,		cодержащихся			в	ሾa, bሿ и 
таких, что: 

аሻ	конец	β୧	совпадает	с		α୧ାଵ		ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ,	 

bሻ ቚ׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿdt
ஒ౟
஑౟

ቚ ൌ ‖f െ Q୬‖ୗ ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ ൅ 1ሻ, 

cሻ	знаки	интегралов	 ׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿdt
ஒ౟
஑౟

 последовательно чередуются. 

Необходимость. Пусть Q୬ሺxሻ ൌ ∑ c୧φ୧
୬
୧ୀଵ ሺxሻ		– полином, наименее уклоняющийся 

от функции fሺݔሻ в метрике пространства Sሾୟ,ୠሿ. 
Тогда при некотором		γ0 из формулы ሺ1ሻ	получим, что 
‖f െ Q୬‖ୗ ൌ 2‖F െ ∑ c୧Ф୧ െ γ଴

୬
୧ୀଵ ‖Сሾа,вሿ ൌ 2max୶஫ሾୟ,ୠሿ|Fሺxሻ െ G୬ାଵሺxሻ|, где 

G୬ାଵሺxሻ ൌ ∑ c୧Ф୧ሺxሻ ൅ γ଴	
୬
୧ୀ଴  – полином, наименее уклоняющийся от Fሺݔሻ в метрике 

Сሾа,вሿ. Пусть а൑ x଴ ൏ xଵ ൏ xଶ ൏ ⋯ ൏ x୬ାଵ െ чебышевский альтернанс, соответствую-
щий полиному	G୬ାଵሺxሻ	,		и 

Fሺx୧ሻ െ G୬ାଵሺx୧ሻ ൌ εሺെ1ሻ୧L, ε ൌ േ1, i ൌ 0,1,2, … , n ൅ 1, 
Lൌ ‖F െ G୬ାଵ‖େሾ౗,ౘሿ. 

Наибольшие и наименьшие значения функции		׬ ሾfሺtሻ െ ∑ c୧
୬
୧ୀଵ φ୧ሺtሻሿ

୶
а dt		равны 

൅L ൅ γ଴	, െL ൅ γ଴, и они достигаются в точках x଴, xଵ, … , x୬ାଵ. 
׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿ
୶౟
୶౟షభ

dt ൌ ׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿ
୶౟
ୟ dt െ ׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿ

୶౟షభ
ୟ dt ൌ εሺെ1ሻ୧L െ

െ	εሺെ1ሻ୧ିଵL ൌ 2εሺെ1ሻ୧L	,		iൌ 1,2, … , n ൅ 1. 
Для любого другого сегмента ൣtଵ,tଶ൧ ് ൣx୧ିଵ,x୧൧ 

න ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿ
୲మ

୲భ

dt ൑ 2L. 

Для завершения доказательства положим ൣα୧,β୧൧ 	ൌ 	 ൣx୧ିଵ,x୧൧; iൌ 1,2, … , n ൅ 1. 
Достаточность. Пусть выполняются условия теоремы для полинома Q୬ሺxሻ,

но		наилучшим		будет полином Р୬ሺxሻ, то есть 

ቚ׬ ሾfሺtሻ െ Р୬ሺtሻdtሿ
୶౟
୶౟సభ

ቚ ൏ ‖f െ Q୬‖ୗሾ౗,ౘሿ ൌ 2L,		iൌ 1,2, … , n ൅ 1. 

Для полинома R୬ሺxሻ ൌ Р୬ሺxሻ െ Q୬ሺxሻ имеем 
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න R୬ሺtሻdt ൌ න ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿ
୶౟

୶౟షభ

୶౟

୶౟షభ

dt െ න ሾfሺtሻ െ Р୬ሺtሻሿdt
୶౟

୶౟షభ

 

Sign׬ R୬
୶౟
୶౟షభ

ሺtሻdtൌ sign׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿ
୶౟
୶౟షభ

ൌ εሺെ1ሻ୧,  iൌ 1,2,… , n ൅ 1. 

Тогда полином R୬ሺxሻ имеет не менее n нулей, что невозможно для полинома по 
Тп-системе. 

Далее рассмотрим систему линейно независимых, суммируемых на ሾа, вሿ функций 
ሼφ୧ሺxሻሽ୧ୀଵ

୬ , не образующих Тп-систему. Аналогии доказанной выше лемме, устанавли-
вающей связь этой системы с системой функций 1,Фଵሺхሻ, … ,Ф୬ሺхሻ, нет. Например, при 
классификации систем линейно независимых функций по количеству точек альтернан-
са ሾ3	ሿ	наихудшей является система:   

φଵሺхሻ ൌ 1 െ 2х, φଶሺхሻ ൌ 1 െ 3хଶ		на		ሾ0,1ሾ. 
Единственным полиномом наилучшего приближения функции fሺxሻ ≡ 1	на	ሾ0,1ሾ 

будет ∑ c୩൫1 െ ሺk ൅ 1ሻx୩൯ଶ
୩ୀଵ ≡ 0 с одноточечным альтернансом. А система функций 

1,	Фଵሺхሻ,Фଶሺхሻ будет	Тଷ-системой на [0,1[. Действительно, 

׏ ൬
1,Фଵ, Фଶ
хଵ,				хଶ, хଷ

൰ ൌ ׏ ൬
1, х െ хଶ, х െ хଷ

хଵ,					хଶ, хଷ
൰ ൌ ሺхଶ െ хଵሻሺхଷ െ хଵሻሺхଷ െ хଶሻሺхଵхଶ ൅

	൅		хଷхଵ ൅ хଶхଷ െ хଵ െ хଶ െ хз ൅ 1ሻ. 
Ни для одного набора трех различных точек ሾ0,1ሾ определитель не равен нулю. Из 

равенства ׏ൌ 0 имеем: 

аሻ	при 0	൑ хଵ ൏ хଶ ൑
ଵ

ଶ
  получим	хଷ ൌ 1 ൅ хభାхమ

ଵିхభିхమ
൐ 1, 

бሻ	при	 ଵ
ଶ
൑ хଵ ൏ хଶ ൏ 1 получим	хଷ ൌ

ሺхమିଵሻሺଵିхభሻ

хభାхమିଵ
൏ 0. 

В силу симметрии определителя относительно хଵ,	хଶ,			хଷ при		хଵϵ ቂ0,
ଵ

ଶ
ቃ, 

хଶ ∈ ቀ
ଵ

ଶ
, 1ቁ, предположение, что 	хଷ ∈ ቂ0,

ଵ

ଶ
ቃ противоречит аሻ,	 

хଷ ∈ ቀ
ଵ

ଶ
, 1ቁ			противоречит			бሻ. 

Определение. Систему функций 1,Фଵሺxሻ, … ,Ф୬ሺxሻ	 назовем системой типа к 
ሺ0 ൑ к ൑ nሻ	на	ሾа, вሿ, если: 

1ሻ Для любых точек а൑ хଵ ൏ хଶ ൏ ⋯ ൏ х୬ାଵ ൑ b,		таких, что в 

ле		อ
1, Фଵ, … , Ф୬
… … …
хଵ, хଶ, … . , х୬ାଵ

อ ൌ 0 существуют i൅1	cтрок	ሺк ൑ i ൑ nሻ,	по которым все миноры 

i൅1	го	порядка		равны нулю; 
2ሻ хотя

 
бы в одном таком миноре i൅1-го порядка алгебраические 

ния	d	୨	ሺj ൌ 1,2, … , i ൅ 1ሻ	 элементов хоть одного столбца отличны от нуля, и в последо-
вательности dଵ, dଶ, … , d୧ାଵ будет не менее k перемен знака. 

Теорема 2. Если система функций 1,Фଵ,… ,Ф୬ типа к на ሾа, вሿ и полином 
	Q୬ሺxሻ ൌ ∑ с୧φ୧

୬
୧ୀଵ ሺxሻ	наименее уклоняется от fሺхሻ в метрике пространства	Sሾୟ,ୠሿ, то су-

ществуют r	ሺr ൒ kሻ сегментов		ሾα୧, β୧ሿ, содержащихся в	ሾа, вሿ и таких,что: 
1ሻ	β୧	совпадает		с		α୧ାଵ; 

2ሻ	ቚ׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿdt
ஒ౟
஑౟

ቚ ൌ ‖f െ Q୬‖ୗሾ౗,ౘሿ; 

3ሻ	знаки	 ׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿdt	
ஒ౟
஑౟

	чередуются. 

Доказательство. По критерию Зуховицкого		ሾ2ሿ для полинома  
G୬ାଵሺxሻ ൌ ∑ c୧Ф୧

୬
୧ୀ଴ ሺxሻ ൅ γ଴, наименее уклоняющегося от Fሺݔሻ, в метрике пространства 
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Сሾа,вሿ		существуют точки а൑ хଵ ൏ хଶ, … х୧ାଵ ൑ в, в которых F൫x୨൯ െ G୬ାଵ൫x୨൯ ൌ εLd୨,			
Lൌ ‖F െ G୬ାଵ‖ , jൌ 1,2… , i ൅ 1. 

׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿ
୶ౠశభ
୶ౠ

dt ൌ ׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿ
୶ౠశభ
ୟ dt െ ׬ ሾfሺtሻ െ Q୬ሺtሻሿ

୶ౠ
ୟ dt ൌ εLd୨ାଵ െ

െ		εLd୨ ൌ	2εLd୨ାଵ, при d୨d୨ାଵ ൏ 0 и 	равно нулю при	d୨d୨ାଵ ൐ 0. 
Если в последовательности dଵ, dଶ, … , d୧ାଵ			 будет r перемен, то столько же интн-

гралов будут отличны от нуля. Для пояснения выбора ൣα୨, β୨൧ предположим 
dଵdଶ ൏ 0, dଶdଷ ൐ 0, dଷdସ ൐ 0, dସdହ ൏ 0, dହd଺ ൏ 0, d଺d଻ ൐ 0, d଻d଼. 

																																				൏ 0,… 
Тогда одним из вариантов будет ሾαଵ, βଵሿ ൌ ሾхଵ, хଶሿ, ሾαଶ, βଶሿ ൌ ሾхଶ, хହሿ, ሾαଷ, βଷሿ ൌ		 

ൌ	 ሾхହ, х଺ሿ, ሾαସ, βସሿ ൌ ሾх଺, х଼ሿ,… 
Если наилучшее приближение достигается в n + 1 точках и в последовательности 

dଵ, dଶ, … , d୬ାଵ	будет n перемен знака, то		есть тип системы функций к	ൌ n, 
гда	ൣα୨, β୨൧ ൌ ൣx୨, x୨ାଵ൧, jൌ 1,2,… , n. 

 
Литература 

1. Ценов И.В. О наилучшем интегральном приближении // Сборник «Исследова-
ния по современным проблемам конструктивной теории функций». – Баку, 1965. 

2. Зуховицкий С.И. О приближении действительных функций в смысле П.Л. Че-
бышева // УМН. – 1956. – Т. 11, вып. 2.   

3. Алиев М.С. О наилучшем приближении функций в метрике С_[а,в] обобщен-
ными полиномами // ДАН СССР. – 1968. – Т. 179, № 2.  

4. Алиев М.С. К вопросу реализации нормы одного функционала // Вестник 
ДГУ. – 2013. – Вып. 1. 

5. Алиев М.С. Свойства полиномов по одной системе функций // Вестник ДГУ. – 
2016. – Вып. 2. 

6. Рамазанов А.-Р.К., Магомедова В.Г. Оценка наилучших приближений огра-
ниченных функций со знакочувствительным весом // Вестник ДГУ. – 2015. – Вып. 6. 

7. Рамазанов А.-Р.К., Магомедова В.Г. Оценка скорости сходимости Сплайнов 
по рациональным интерполянтам через индуцированные функции // Вестник ДГУ. – 
2016. – Вып. 2. 

8. Суетин С.П. Распределение нулей полиномов Паде и аналитическое продол-
жение // УМН. – 2015. – Т. 70, вып. 5. – С. 121–134. 

9. Алиев М.С., Бру Мантч Г.Й. Об определителях Вандермонда с двумя вычерк-
нутыми степенями // Вестник ДГУ. – 2017. – Вып. 3. 

10. Сиражудинов М.М., Алиев Ш.Г., Джамалдинова С.П. О гельдеровости реше-
ний системы уравнений Бельтрама // Вестник ДГУ. – 2016. – Вып. 4. 

11. Загиров Н.Ш., Дибирова З.А. Последовательности конечного порядка и их 
суммирование // Вестник ДГУ. – 2017. – Вып. 1. 

12. Малиева Ф.Ф. Об устойчивости разностной схемы уравнений теплопроводно-
сти с дробной производной Сарuto // Вестник ДГУ. – 2017. – Вып. 2. 

 
 

Поступила в редакцию 15 февраля 2018 г. 
 

  



Алиев М.С. О наилучшем приближении в пространстве Sሾୟ,ୠሿ        

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2018. Том 33. Вып. 2 

21 

UDK 517.512 
 
DOI: 10.21779/2542-0321-2018-33-2-17-21 
 

On the best approximation in the space ܁ሾ܊,܉ሿ 
 

M.S. Aliev 
 

Dagestan State University; Russia, 367001, Makhachkala, M. Gadzhiev st., 43a;  
Aliev9604207198@gmail.com 

 
In the space of functions summable on the segment, the norm is defined as the maximum of the 

integral over all possible segments entering the initial segment. In this space I. V. Price obtained nec-
essary and sufficient conditions for best approximation of functions by algebraic polynomials. In this 
note, this result is transferred to the polynomials in the Chebyshev system. Next, the article considers 
the approach of the linearly independent system, not forming a Chebyshev system, the primitive con-
ditions were imposed. 
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