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Модель Изинга на решетке Кагоме исследована алгоритмом Ванга–Ландау метода Мон-

те-Карло. Исследована зависимость энергии основного состояния системы от соотношений об-
менных взаимодействий между ближайшими соседями J1 и между следующими за ближайши-
ми J2. Определены магнитные структуры основного состояния. Вычислена плотность состоя-
ний системы и рассчитаны температурные зависимости различных термодинамических пара-
метров. Показано, что основное состояние системы может быть ферромагнитным, ферримаг-
нитным или сильно вырожденным фрустрированным в зависимости от соотношений J1 и J2. 
Показано, что в случае фрустраций фазовый переход отсутствует, система не переходит в упо-
рядоченное состояние ни при каких температурах. Фазовый переход из ферромагнитного со-
стояния в парамагнитное является фазовым переходом второго рода. В системе с ферримагнит-
ным упорядочением наблюдаются два фазовых перехода, при TC1 происходит фазовый переход 
из ферримагнитного состояния в частично разупорядоченное состояние, при достижении TC2 
происходит переход в парамагнитное состояние. Определены температуры фазовых переходов 
и построена фазовая диаграмма. 
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В последние годы значительное внимание уделяется экспериментальному и тео-

ретическому исследованиям различных низкоразмерных, квазиодномерных и двумер-
ных структур. Ряд уникальных свойств этих материалов открывает широкие перспекти-
вы для их экспериментальных приложений. В ближайшие годы использование данных 
материалов в индустрии наносистем позволит совершить поистине технологический 
скачок в самых различных областях науки и техники [1–3]. 

Одними из таких перспективных материалов являются различные соединения, 
имеющие квазидвумерную структуру, магнитные атомы в которых образуют так назы-
ваемую решетку Кагоме–Капелласиты (Kapellasite, Cu3Zn(OH)6Cl2), Гербертсмититы  
ZnCu3(OH)6Cl2, Яроситы и т. д.  
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Рис. 1. Модель Изинга на решетке Ка-
гоме с учетом взаимодействия первых и 

вторых ближайших соседей 

Для описания данных материалов ис-
пользуется модель Изинга с учетом взаимо-
действия как первых, так и вторых ближай-
ших соседей. Спины на решетке располага-
ются в трех подрешетках A, B и C, обозна-
ченных на рисунке 1. Взаимодействие между 
ближайшими спинами, располагающимися в 
разных подрешетках, характеризуется об-
менным взаимодействием J1, а между следу-
ющими за ближайшими спинами – обменным 
взаимодействием J2. В зависимости от хими-
ческого состава соединения обменные взаи-
модействия могут принимать различные зна-
чения как по величине, так и по знаку. 

Величина и знак обменных взаимодей-
ствий J1 и J2 играют основополагающую 
роль в характере поведения модели. Для 
выяснения степени влияния J1 и J2 на тер-
модинамические свойства системы нами 
проведены исследования при различных соотношениях J1 и J2.  

Гамильтониан модели может быть представлен в следующем виде: 

 
ji

ji
ji

ji JJH
,

2
,

1 SSSS , 1iS .                                      (1) 

Для исследования модели нами использован алгоритм Ванга–Ландау метода Мон-
те-Карло [5–15]. Данный алгоритм позволяет найти функцию плотности состояний си-
стемы, зная которую можно легко рассчитать все остальные характеристики системы. 
Особенно эффективным алгоритм Ванга–Ландау оказался при моделировании различ-
ных наноструктур. 

Алгоритм Ванга–Ландау основан на том, что, совершая случайное блуждание в 
пространстве энергий с вероятностями, обратно пропорциональными плотности состо-
яний )(Eg , мы получаем равномерное распределение по энергиям. Подобрав вероятно-
сти перехода так, что посещение всех энергетических состояний стало бы равномер-

ным, можно получить изначально неизвестную плотность состояний )(Eg , зная которую 
можно вычислить значения необходимых термодинамических параметров при любой 
температуре. Так как плотность состояний )(Eg  очень быстро растет с увеличением 
размеров исследуемых систем, для удобства хранения и обработки больших чисел 
пользуются величиной )(ln Eg . 

Важным обстоятельством является то, что плотность состояний )(Eg  не зависит от 
температуры, следовательно, рассчитав ее однократно, мы можем вычислить значения 
тех или иных термодинамических параметров системы при любой температуре. 

В данной работе алгоритм Ванга–Ландау был использован нами в следующем ви-
де [7–12]. 
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 Задается произвольная начальная конфигурация спинов. Стартовые значения 
плотности состояний   1Eg , гистограммы распределений по энергиям   0EH , 

стартовый модификационный фактор 71828.21
0  eff . 

 Многократно совершаем шаги в фазовом пространстве, пока не получим от-
носительно плоскую гистограмму  EH  (т. е. пока не будут посещены примерно оди-
наковое количество раз все возможные энергетические состояния системы). В качестве 
критерия "плоскости" гистограммы нами принималось условие отклонения числа по-
сещений всех возможных (с ненулевой плотностью   1Eg ) энергетических состояний 
не более чем на 10 % от среднего значения по системе. 

 При этом вероятность перехода из состояния с энергией E1 в состояние с 
энергией E2 определяется по формуле    21 EgEgp  . Если переход в состояние с 
энергией E2 состоялся, то для энергии E2 проводится модификация плотности состоя-
ния    22 EgfEg   и гистограммы     122  EHEH , иначе меняем параметры для 
энергии E1           1, 1111  EHEHEgfEg . 

 Если гистограмма стала "плоской", то обнуляем гистограмму   0EH ,  

уменьшаем модификационный фактор ff   и продолжаем снова и снова, пока мо-

дификационный фактор
minff  . В качестве минимального значения модификационно-

го фактора нами принималось 0000000001.1min f . 

 Каждый раз при достижении энергетического минимума нами проводились 
анализ магнитной структуры основного состояния и его запись в графический файл. 
При этом проводилось сравнение полученной конфигурации с ранее приобретенными, 
и только при обнаружении новой уникальной конфигурации осуществлялось ее сохра-
нение в графический файл. Далее данная структура заносится в специальную базу дан-
ных для этой модели с целью дальнейшего сравнения. Эта процедура позволяет избе-
жать дублирования в графических файлах многократно встречающихся состояний с 
одинаковой магнитной структурой. Таким образом, если основное состояние не вы-
рождено, то в базе данных в конце процесса моделирования окажутся 2 магнитные 
конфигурации (с учетом симметрии модели Изинга относительно одновременного от-
ражения всех спинов на решетке), в то время как для фрустрированных систем количе-
ство таких конфигураций будет бесконечным, при этом для экономии дискового про-
странства в графических файлах будет сохранено не более 100 конфигураций. 

 После расчета плотности состояний системы для любой интересующей нас 
температуры расчитываются различные термодинамические параметры, такие, как эн-
тропия, внутренняя энергия, свободная энергия, теплоемкость, намагниченность, вос-
приимчивость и т. д. Некоторые формулы (2–6) для расчета термодинамических пара-
метров приведены ниже. 

Более подробно алгоритм Ванга–Ландау изложен в работах [7–10].  
В зависимости от соотношений обменных взаимодействий в системе возможны 

различные сценарии упорядочения при низких температурах. С понижением темпера-
туры система будет стремиться в состояние с минимумом в энергии. На рисунке 2 при-
ведены зависимости энергии основного состояния от величины обменного взаимодей-
ствия J2, рассчитанные в результате компьютерного моделирования. Как видно из ри-
сунка, при J1 = 1 основное состояние в области 5.02 J  является сильно вырожден-
ным и фрустрированным, при 5.02 J  более энергетически выгодным становится 



Магомедов М.А., Муртазаев А.К., Магомедова Л.К., Исаева М.М. Фазовая диаграмма и структура основ-
ного состояния модели Изинга на решетке Кагоме 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2018. Том 33. Вып. 1 

60 

ферромагнитное упорядочение. В случае антиферромагнитного взаимодействия между 
первыми соседями (J1 = –1) фрустрация возникает при 02 J , а область 02 J  являет-
ся ферримагнитной. 

 

 
Рис. 2. Зависимости энергии основного состояния от величины обменного  

взаимодействия J2 
 

Соответствующие структуры основного состояния при различных J1 и J2 
приведены на рисунке 3. 
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Рис. 3. Магнитная структура основного состояния системы a) при 5.0,1 21  JJ ,    

b) при 5.0,1 21  JJ , c) при 0,1 21  JJ ,   d) при 0,1 21  JJ    

 
В алгоритме Ванга–Ландау интересующий нас термодинамический параметр A(T) 

для любой температуры может быть рассчитан по следующей формуле [7, 13–15]: 
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Например, намагниченность m, параметр порядка mst, внутренняя энергия U, сво-
бодняя энергия F, энтропия S и теплоемкость C системы могут быть расчитаны следу-
ющим образом: 

T
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E

TkE

E
eEg

eEEg
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B
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Расчитанные из плотности состояний температурные зависимости различных 
термодинамических параметров для систем различных линейных размеров приведены 
на рисунках 4, 5. Отметим важную особенность алгоритма Ванга–Ландау: значения 
любых термодинамических параметров можно определить для любой температуры, с 
любым шагом, при этом объем необходимых вычислений, в отличие от других класси-
ческих алгоритмов метода Монте-Карло, вырастает незначительно. 

Температурные зависимости параметра порядка при 0,1 21  JJ  приведены на 

рисунке 4, на котором видны два фазовых перехода с температурами TC1 и TC2. При до-
стижении температуры TC1 система переходит в частично разуопорядоченное состоя-
ние, выше TC2 – в парамагнитное состояние. Отметим, что с повышением температуры 
выше TC1 намагниченность падает до нуля, в то время как параметр порядка уменьша-
ется до значения mst  0.6, и только выше температуры TC2 происходит обнуление па-
раметра порядка. 
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Рис. 4. Зависимости параметра порядка от температуры при 0,1 21  JJ  

 

Рис. 5. Зависимости теплоемкости от температуры при 0,1 21  JJ  
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Температурные зависимости теплоемкости, приведенные на рисунке 5, характе-
ризуются аномалией в виде двух пиков при температурах TC1 и TC2. При достижении 
температуры TC1 система переходит из упорядоченного ферримагнитного состояния в 
частично разупорядоченное, а при температуре TC2 происходит фазовый переход в пол-
ностью разупорядоченное состояние. 

На основе анализа температурных зависимостей различных термодинамических 
параметров нами были построены соответствующие фазовые диаграммы, которые при-
ведены на рисунке 6. 

 

Рис. 6. Фазовая диаграмма модели Изинга при различных J1 и J2 
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Таким образом, в данной работе исследована модель Изинга на решетке Кагоме с 
учетом обменных взаимодействий как между первыми, так и вторыми ближайшими 
соседями; вычислена плотность состояний системы и рассчитаны температурные 
зависимости различных термодинамических параметров; определены температуры 
фазовых переходов и их типы. Построена фазовая диаграмма. 
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Phase diagram and ground state structure of the Ising model on the Kagome lattice 
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The Ising model on Kagome lattice is studied by Wang-Landau algorithm of Monte Carlo 
method. The dependence of the energy of the main state of the system on the relations of exchange 
interactions between the nearest neighbors J1, and between the next closest J2 is studied. The magnetic 
structures of the ground state are determined. The density of the system states is calculated and tem-
perature dependences of various thermodynamic parameters are calculated. It is shown that the ground 
state of the system can be ferromagnetic, ferrimagnetic, or highly degenerate non ordered frustrated 
and depending on the ratios of J1 and J2. It is shown that in the case of frustrations there is no phase 
transition, the system does not go into an ordered state at any temperature. Phase transition from fer-
romagnetic to paramagnetic state is a phase transition of the second kind. In a system with ferrimag-
netic ordering two phase transitions are observed, at TC1 there is a phase transition from a ferrimag-
netic state to a partially disordered state, at achievement of TC2 there is a transition to a paramagnetic 
state. The phase transition temperatures are determined and the phase diagram is constructed. 
 

Keywords: Ising model, density of states, Kagome lattice, entropy, phase transition, phase dia-
gram, Monte Carlo method, Wang–Landau algorithm. 
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