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В работе исследована задача Коши для системы трех дифференциальных уравнений с 

производными дробного порядка Caputo. С помощью преобразований Лапласа получены обра-
зы функций x(p), y(p), z(p). Для нахождения решения задачи выражения для образов функций 
x(t), y(t), z(t) разложены на простые дроби с помощью корней характеристического уравнения. 
Найдено решение Задачи Коши. Получены некоторые соотношения для функции Миттага–
Леффлера, позволяющие упростить полученное решение. 

 
Ключевые слова: дробная производная, дифференциальное уравнение, преобразования 

Лапласа, функция Миттага–Леффлера. 
 

Введение 
Учет нелокальных эффектов в рамках традиционных подходов приводит к появ-

лению в дифференциальных уравнениях интегрального оператора, где ядра интеграль-
ных операторов несут информацию о природе нелокальности. Для решения подобных 
уравнений интегральные операторы представляются в виде ряда дифференциальных 
операторов с возрастающими показателями порядка дифференцирования и при нали-
чии малого параметра ограничиваются несколькими членами ряда. В отсутствии мало-
го параметра такой подход оказывается непродуктивным, и, кроме того, полученные 
уравнения также не всегда удается решить.  

Операция дробного дифференцирования, представляя определенную совокуп-
ность операций дифференцирования и интегрирования, открывает новый подход к тео-
рии нелокальных дифференциальных уравнений, вносит новый уровень понимания ди-
намики соотношения необратимых и обратимых процессов, когда существенно учтены 
нелокальные свойства системы. Дробное исчисление вносит в теорию дополнительные 
параметры в виде показателей дробной производной, дает возможность использования 
широкого класса многопараметрических функций и открывает тем самым принципи-
ально новые возможности интерпретации экспериментальных данных и создания адек-
ватных количественных моделей процессов нелокального переноса [3]. 

Решению задач типа Коши для дифференциального уравнения дробного порядка 
посвящено множество различных работ. В монографии [3] приведены решения задачи 
Коши для осцилляторных уравнений с производным дробного порядка Римана–
Лиувилля и Caputo. В работе [4] исследована начальная задача для фрактального ос-
циллятора, а в работе [5] исследована задача Коши для системы двух линейных диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка. Работа [6] посвящена исследованию реше-
ния задачи Коши для обобщенного уравнения Эйри. Исследованию нелинейных дина-



Ибавов Т.И. Решение начальной задачи для одной системы трёх дифференциальных уравнений с произ-
водной дробного порядка 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2018. Том 33. Вып. 1 

79

мических систем, описываемых дифференциальными уравнениями с производными 
дробного порядка посвящены работы [7, 8, 9, 10]. 

В данной работе исследована начальная задача для одной системы трех диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка.   

Задача Коши для системы трех дифференциальных уравнений дробного порядка. 
Рассмотрим в области ܦఈ  задачу Коши для системы трех дифференциальных 

уравнений с производными  дробного порядка вида: 
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 Пусть ݔሺݐሻ ∈ ,ఈܦ ሻݐሺݕ ∈ ,ఈܦ ሻݐሺݖ ∈ ఈܦ  – решение системы (2). Тогда обра-
зы Лапласа системы (2) имеют следующий вид:  
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 Представим систему (3) в виде: 
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          Приведём некоторые вспомогательные соотношения из [3]: 
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Лемма 1. Для  0  имеет место равенство 

                     )(1,
)1(

1
)(1,







 tE
t

tEt 



 .                           (6) 

. )(E)-( 1,121 t 

, )(E)-( 1,121 t 



Ибавов Т.И. Решение начальной задачи для одной системы трёх дифференциальных уравнений  
с производной дробного порядка 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2018. Том 33. Вып. 1 

82 

Доказательство. Согласно определению функции Миттаг–Леффлера имеем  
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Доказательство. Согласно определению функции Миттаг–Леффлера имеем  
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Используя равенства (6) и (8), решение можно представить в виде: 
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Имеет место следующая теорема. 
Теорема. Функции ݔሺݐሻ ∈ ,ఈܦ ሻݐሺݕ ∈ ,ఈܦ ሻݐሺݖ ∈ ఈܦ  будут решениями си-

стемы (1), если они представимы в виде (9а), (9b), (9c). 
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 In the paper the Cauchy problem for system of three differential equations with fractional de-
rivative Caputo is studied. The images of decision ݔሺ݌ሻ, ,ሻ݌ሺݕ  ሻ are obtained݌ሺݖ using Laplace 
transforms. To find the solution of the problem ݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݕ -ሻ, the image of solution was decomݐሺݖ
posed into simple fractions using the roots of characteristic equation. Some relations are obtained for 
the Mittag–Leffler function, which allow simplifying the obtained solution.The solution of Cauchy 
problem for system of three differential equation with fractional derivative Caputo is found.  
 

Keywords: fractional derivative, differential equation, Laplace transform, Mittag–Leffler func-
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