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Используя обобщения термодинамики в формализме производных дробного порядка, в 

котором реализуется учет принципа локального неравновесия, исходя из выражения для стати-
стической суммы, получено однопараметрическое «фрактальное» уравнение состояния с уче-
том второго вириального коэффициента. При равенстве показателя производной дробного по-
рядка единице мы получаем уравнения классической термодинамики. Далее на основе полу-
ченного уравнения состояния с учетом вириального коэффициента (преобразованного в соот-
ветствии с экспериментальными данными, используемыми при расчете теплофизических ха-
рактеристик вещества), параметра α и аналитических выражений коэффициента сжимаемости z, 
энтропии S и изохорной теплоемкости CV рассчитаны теплофизические свойства вещества. 

В статье приводятся расчеты теплофизических параметров воды и водяного пара при 
температурах: 293,15 К; 413,15 К; 800 К; 900 К и интервале давлений Р от 1 до 10 МПа, в том 
числе на линии насыщения при Т = 647,15 К и Р = 22,56 МПа. 

Теплофизические параметры воды и водяного пара получены численными методами в 
среде Mathcad 15. Для коэффициента сжимаемости z получены значения со средним отклоне-
нием 0,3 % от справочных данных в зависимости от температуры, для энтропии S – отклонение 
от справочных данных в интервале 0,01–0,25 %, для изохорной теплоемкости CV – порядка 
1,5 %, для водяного пара (~ 3,5 % для воды). Полученная погрешность складывается от точно-
сти (количества цифр, взятых после запятой) физических констант, входящих в аналитические 
выражения и возможных допущений при их выводе. 

Сравнительный анализ полученных результатов со взятыми из различных справочников 
экспериментальными данными позволяет надеяться на перспективность предлагаемого подхо-
да. 

 

Ключевые слова: производная дробного порядка, фрактальное уравнение состояния, эн-
тропия, изохорная теплоемкость. 

 
Введение 

Существует достаточно большой круг существующих физических систем, для ко-
торых условия близкодействия молекул и отсутствия «памяти» в актах столкновений 
частиц не выполняются, что создает физические предпосылки необходимости обобще-
ния традиционной термодинамики Карно, Клаузиуса и Гельмгольца для равновесной 
термодинамики на случай невыполнения гипотезы молекулярного хаоса [1]. Основных 

                                                            
1 Работа выполнена при частичной поддержке гранта РФФИ № 16-08-00067a. Статья подготов-
лена по материалам доклада, представленного на XII Международной научно-практической 
конференции «Фундаментальные и прикладные проблемы математики и информатики», кото-
рая прошла 19–22 сентября 2017 года в Дагестанском государственном университете (г. Махач-
кала, РФ). 
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направлений такого обобщения можно выделить два. В основе первого лежит исполь-
зование принципа максимума энтропии, который, исходя из выражения энтропии 
Больцмана–Гиббса–Шеннона, приводит к каноническому экспоненциальному распре-
делению [2]. Далее в этом случае для получения класса неканонических степенных 
распределений обычно исходят из обобщенных выражений для энтропии. Второе 
направление основано на концепции фрактала [3]. Характерная черта веществ с фрак-
тальной структурой состоит в невыполнении принципа локального равновесия [4]. 
Фундаментальной физической причиной необходимости учета нелокальных эффектов в 
сложных системах является особенность природы спектра характерных времен релак-
саций неравновесного состояния к равновесному, приводящая к медленной релаксации 
корреляционных связей, когда многочастичные функции распределения не распадают-
ся на произведения одночастичных функций распределения, а приводят к невыполне-
нию условия принципа локального равновесия, и традиционные методы описания ста-
тистической физики непригодны. Влияние нелокальных эффектов в классическом слу-
чае учитывается введением интегрального оператора в дифференциальные уравнения.  

Далее интегральные операторы преобразуются в ряд дифференциальных операто-
ров с возрастающими показателями порядка. Наличие малого параметра позволяет при 
решении дифференциальных уравнений ограничиться несколькими членами такого ря-
да. 

Производные дробного порядка [5–9] открывают новый подход в теории нело-
кальных дифференциальных уравнений, в том числе для сред с фрактальной структу-
рой [10–11]. В частности, численным методам решения краевых задач для дифференци-
альных уравнений дробного порядка посвящены работы [12–13]. 

В работах [14–16] нами показано, что, исходя из выражения для статистической 
суммы и используя математический аппарат интегро-дифференцирования дробных 
производных, можно вывести однопараметрическое уравнение состояния и получить на 
его основе аналитические выражения для термодинамических характеристик вещества.  

В настоящей работе данный подход используется при расчетам термодинамиче-
ских характеристик воды (водяного пара). Выбор воды обусловлен, с одной стороны, 
важностью для большого количества приложений (энергетики, медицины и т. д.), а с 
другой – ее уникальными свойствами, связанными с самоорганизацией благодаря водо-
родным связям в сложные супрамолекулярные ансамбли [17] (цепочки и кластеры), ко-
торые могут быть описаны с привлечением дробной размерности и фрактальной гео-
метрии [18, 19], что особенно важно при изучении поведения вещества на линии насы-
щения [20]. 

 
1. Равновесная термодинамика в дробном исчислении 

 

Как было показано в [15, 16], фрактальное уравнение состояния может быть пред-
ставлено в форме: 
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, (1)  

 
где P  – давление, Па; ρ – плотность, кг/м3; RГ – удельная газовая постоянная, 
Дж/(кг·К), рассчитываемая для каждого вещества из универсальной газовой постоянной 
и молярной массы; М – молярная масса, кг/моль; m – масса молекулы, кг;  
NA = 6,022141292·1023 моль–1 – постоянная Авогадро; k = 1,3806·10–23 Дж/K – постоян-
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ная Больцмана; ħ = 1,05457·10-34 Дж·с – постоянная Планка; )(x  – пси-функция Эйле-

ра: 
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При 1  уравнение (1) очевидно совпадает с обычным вириальным уравнением 
состояния и представляет собой «фрактальное» уравнение состояния с учетом второго 
вириального коэффициента.  

При этом выражения для коэффициента сжимаемости z, энтропии S и изохорной 
теплоемкости CV могут быть заданы как:  
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где Pc  – критическое давление, Па; Г(x) – гамма-функция (интеграл Эйлера 2-го рода). 

 
2. Результаты и обсуждение 

 

Результаты расчета энтропии и коэффициента сжимаемости, полученные из зна-
чения второго вириального коэффициента В, взятого из [22], и показателя производной 
дробного порядка , рассчитанного по решению уравнения (1) и табличным значениям 
давления относительно заданных плотности и температуры, представлены в таблицах 1 
и 2 для 800 К и 900 К соответственно. При выбранных температурах показатель  в до-
статочно широком диапазоне давлений близок к единице, и его правильный выбор поз-
воляет проводить достаточно точный расчет основных теплофизических параметров: от 
0,01 % до 3,5 % в зависимости от рассчитываемого параметра. 

Такие значения показателя могут свидетельствовать о достаточно небольшом 
влиянии нелокальных эффектов в данном диапазоне. При давлениях от 1 МПа до 
4 МПа данное поведение сохраняется и при понижении температуры (см. таблицу 3).  

Расчет теплофизических характеристик на линии насыщения показал, что  здесь 
заметно отличен от единицы и испытывает скачок при фазовом переходе. Данные для 
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точки на линии насыщения (P = 22,56 MПa, T = 647,15 K) как для водяного пара, так и 
для жидкости представлены в таблице 4. 

 
Таблица 1. Теплофизические свойства водяного пара при  

Т = 800 К (B = –2,621×10–3 м3/кг [22]) 
Р, 
МПа 

ρ, 
кг/м3 z [21] z 

S [21]×103, 
Дж/(кг·К)

S ×103, 
Дж/(кг·К) 

α 

1,0 2,73 0,9933 0,99316 7,837 7,83702 0,9999 
2,0 5,49 0,9865 0,98667 7,508 7,50796 0,9999 
3,0 8,29 0,9797 0,98012 7,312 7,31203 0,9999 
4,0 11,14 0,9728 0,97251 7,170 7,17018 0,9999 
5,0 14,02 0,9658 0,96591 7,057 7,05698 0,9998 
6,0 16,95 0,9588 0,95873 6,963 6,96302 0,9998 
8,0 22,94 0,9445 0,94452 6,810 6,81004 0,9997 
10,0 29,13 0,9300 0,92977 6,686 6,68605 0,9996 

 
Таблица 2. Теплофизические свойства водяного пара при  

Т = 900 К (B = –1,934×10–3 м3/кг [22]) 
Р, 
МПа 

ρ, 
кг/м3 

z [21] z 
S [21]×103, 
Дж/(кг·К) 

S ×103, 
Дж/(кг·К) 

α 

1,0 2,42 0,9958 0,99613 8,096 8,09606 0,9999 
2,0 4,86 0,9916 0,99216 7,770 7,77005 0,9999 
3,0 7,31 0,9874 0,98802 7,577 7,57694 0,9999 
4,0 9,79 0,9832 0,98368 7,438 7,43797 0,9998 
5,0 12,30 0,9790 0,97916 7,329 7,32896 0,9998 
6,0 14,82 0,9748 0,97425 7,238 7,23803 0,9998 
8,0 19,93 0,9662 0,96574 7,093 7,09305 0,9997 

10,0 25,14 0,9577 0,95756 6,977 6,97701 0,9996 
 

Таблица 3. Теплофизические свойства водяного пара при  
Т = 413,15 К и В =  м3/кг [23] 

P×105, 
Па 

ρ, 
кг/м3 

S[24]×103, 
Дж/(кг·К) 

S×103, 
Дж/(кг·К) 

CV×103, 
Дж/(кг·К) 

α z 

0,5 0,2635 7,890 7,890 3,181 0,999 0,995 
1,0 0,5305 7,562 7,562 3,170 0,999 0,991 
1,6 0,8525 7,337 7,337 3,164 0,999 0,984 
2,0 1,0687 7,227 7,227 3,159 0,999 0,981 

 
Таблица 4. Теплофизические свойства водяного пара и воды на линии насыщения, 

P = 22,56 MPa, T = 647,15 K, В 25×10-3 м3/кг [25] 

 
ρ, 

кг/м3 
z 

S ×103, 
Дж/(кг·К) [24] 

S ×103, 
Дж/(кг·К) 

α 

пар 288 0,2623 1,0755 1,07547 0,6378 
жидкость 357,14 0,2115 1,0332 1,03318 0,5781 
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Таблица 5. Теплофизические свойства воды при Т = 293,15 К и В  м3/кг [26] 
P×105, 
Па 

ρ, 
кг/м3 

S[24]×103, 
Дж/(кг·К) 

S×103, 
Дж/(кг·К) 

CV×103, 
Дж/(кг·К) 

α 
z 

×10-4 
0,5 0,9982 0,2964 0,2964 3,027 0,1256 3,702 
1,0 0,9982 0,2964 0,2964 3,051 0,1256 7,405 
1,6 0,9983 0,2964 0,2964 3,157 0,1256 11,85 
2,0 0,9983 0,2964 0,2964 3,177 0,1256 14,81 

 
Говоря о физическом смысле производной дробного порядка, можно отметить, 

что если для производных дробного порядка по времени и координате он достаточно 
очевиден – нелокальность по времени (эффект памяти) и нелокальность по координате 
(эффект пространственных корреляций) соответственно, то для производной дробного 
порядка по термодинамическим параметрам он не столь ясен. Следует отметить, что 
переход к производным дробного порядка во всех случаях приводит к решениям, соот-
ветствующим учету дополнительного взаимодействия. Можно предположить, что пе-
реход к производным дробного порядка по термодинамическим параметрам соответ-
ствует неявному учету нелокальности взаимодействия между частицами. 

 
Заключение 

Таким образом, установлено, что исходя из обобщения равновесной термодина-
мики на случай производных дробного порядка, можно вывести однопараметрическое 
уравнение состояния и на его основе получить аналитические выражения для термоди-
намических характеристик вещества. Как видно из полученных результатов, предлага-
емый метод расчета на основе дифференцирования дробного порядка и фрактального 
уравнения состояния позволяет достоверно определить значения термодинамических 
характеристик в широком Pρ-диапазоне, включающем околокритические области.  
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The authors of the article have obtained a one-parameter "fractal" equation of state with allow-

ance for the second virial coefficient using generalizations of thermodynamics in the formalism of 
fractional order derivatives, in which the principle of local disequilibrium is taken into account, and 
starting from the expression for the partition function. When the exponent of the derivative of a frac-
tional order is equal to unity, we have the equations of classical thermodynamics. Further, on the basis 
of the obtained equation of state, taking into account the virial coefficient (transformed in accordance 
with the experimental data used in calculating the thermophysical characteristics of the substance), the 
parameter α and the analytical expressions for the compressibility coefficient z, entropy S, and isochor-
ic heat capacity CV, the thermophysical properties are calculated.  

The calculations of thermophysical parameters of water and water vapor at temperatures:  
293,15 K; 413,15 K; 800 K; 900 K and a pressure interval P from 1 to 10 MPa, including on the satu-
ration line at T = 647,15 K and P = 22,56 MPa, are presented.  

Thermophysical parameters of water and water vapor were obtained by numerical methods in 
MathCad 15. For the compressibility factor z, the calculated values were obtained with the average 
deviation of 0,3 % from the reference data as a function of temperature, the deviation from the refer-
ence data for entropy S is in the interval 0,01–0,25 %, for the isochoric heat capacity CV it is about  
1,5 %, for water vapor (~ 3,5 % for water). The resulting error consists of the accuracy (the number of 
digits taken after the point) of the physical constants included in the analytical expressions and the 
possible assumptions when they are derived.  

A comparative analysis of the results obtained with experimental data taken from various refer-
ence books allows us to consider the proposed approach perspective.  
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